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Jak korzystac z tej ksigzki

Ta ksigzka zaktada, ze umiesz dodawac, mnozy¢, policzy¢ procent i odczyta¢ wykres.
Nie zaktada, ze pamietasz jakakolwiek algebre, 1 nigdy nie uzywa symbolu, ktorego
wczesniej nie wprowadzita. Kazdy wzor jest tez powiedziany stowami, a tam, gdzie wzor
tylko by przeszkadzat, wzoru nie ma. Jesli skoniczyte§ z matematyka w szkole 1 zawsze
chciate§ wiedzieé, co ludzie maja na mysli, kiedy méwig ,,chaos”, to jestes czytelnikiem,
dla ktérego ja napisano.

Prosi ci¢ za to o jedno: o udzial. Ksigzka jest zbudowana z matych krokéw, a na koricu
wielu z nich pada pytanie.

Petla

Kazdy rozdziat czyta si¢ tak samo:
1. Przeczytaj krotki fragment. Kazdy podrozdziat to kilka akapitéw.

2. Zatrzymaj sie i pomysl. Fioletowa ramka zadaje ci pytanie. Odpowiedz na nie — na
kartce, na glos albo na zasadzie zgadywania — zanim péjdziesz dalej. OdpowiedZ jest
tuz pod spodem, wigc zaston ja dlonia.

3. Uruchom kod, jesli masz obok komputer. Kazdy listing to maty plik, a uruchomienie
go to jedno polecenie.

4. Zrob laboratorium, jesli chcesz, Zeby pomyst stat si¢ twdj: laboratorium to napisany
do potowy program i test, ktéry méwi ci, kiedy dziata.

5. Rozwigz sprawdzian na kornicu rozdziatu i poréwnaj odpowiedzi z dodatkiem A.

Dlaczego ksiazka wcigz zadaje ci pytania

Pytanie zadane, zanim poznasz odpowiedZ, jest niewygodne. Tak ma by¢. Odpowiedz,
po ktdra siggnates sam, nawet biedna, zostaje w glowie duzo diuzej niz taka, ktora tylko
przeczytates, a bledny strzal, ktéry potem zostaje poprawiony, to najszybszy sposob, zeby
odkry¢, ktdre twoje intuicje ci¢ zawioda. W tym temacie jest ich pelno. Pierwszy strzat
wiekszoSci ludzi co do tego, jak szybko roSnie maty btad, albo co potrafi prosta reguta,
jest btedny, a ksiazka jest ufozona tak, zebys oddat ten strzal, zanim zobaczysz dlaczego.

Wiec kiedy ramka prosi, zebyS odpowiedzial, zanim pojdziesz dalej, zrob to, prosze.
Nikt tego nie ocenia.

Laboratorium

Wszystko w tej ksigzce, co moze sprawdzi¢ komputer, zostato przez komputer sprawdzone,
a ty mozesz to sprawdzi¢ ponownie. Programy sa w repozytorium ksigzki, w katalogu

viii
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code/. Sa napisane w Pythonie i potrzebuja jednego narzedzia, uv, ktére samo instaluje
wilasciwg wersje Pythona i wszystkie biblioteki. Kiedy juz je masz, z katalogu code/
repozytorium:

uv sync
uv run python ch@1/falling_stone.py
uv run pytest -k 101_01

Pierwsza linia przygotowuje laboratorium, raz. Druga uruchamia listing z rozdziatu 1.
Trzecia uruchamia test pierwszego laboratorium z tego rozdziatu. Nie musisz zna¢ Pythona,
zeby zaczaé: pierwsze rozdzialy thumacza kazda lini¢, ktérg drukuja, a programy przez
calg ksigzke pozostaja krotkie.

Ramki

Poza pytaniami tekst przerywaja ramki, kazda z jednym zadaniem:

Putapka. Btad, ktory popetnia prawie kazdy, pokazany po tym, jak miate§ okazje popetnic
g0 sam.

Gdzie to spotkasz. Prawdziwe miejsce, w ktérym pomyst si¢ pojawia: dziedzina, urza-
dzenie, praktyka.

Czego tu nie dowodzimy. Co ksiazka stwierdza bez dowodu i gdzie ten dow6d mozna
znalez¢.

Uwaga, Ostroznie. Dygresja i przestroga.
chaoslab. Kawalek malej biblioteki chaosu tej ksiazki, z ktorej korzystajg listingi.

Laboratorium. Co$ do zrobienia przy klawiaturze, z testem, ktéry méwi ci, kiedy to
zrobites.

Liczby, ktorym mozna ufac

Kazda liczbe w tej ksigzce, ktérej nie da si¢ policzy¢ w pamigci, wyprodukowat program,
a ksigzka drukuje to, co wypisal program, a nie liczbe, ktdra kto$ przepisal. Proces
budowania sprawdza kazda z nich ponownie przy kazdej zmianie. Tutaj ma to wicksze
znaczenie niz zwykle, z powodu, ktéremu ksigzka poSwigca caly rozdzial: w ukladzie
chaotycznym obliczenie moze pomyli¢ si¢ na ostatniej cyfrze i kilkadziesigt krokéw
pbZniej by¢ zupelnie btedne. Rozdzial 16 wyjasnia, jak ksigzka si¢ przed tym chroni i
dlaczego niektore jej liczby sa celowo zaokraglone.

Czytanie bez komputera

Da si¢. Wynik kazdego listingu jest wydrukowany obok niego, kazdy wykres jest na stronie,
a pytania dzialaja na papierze. Oming ci¢ tylko laboratoria, a one sg dla czytelnikow,
ktérzy cheg pojs¢ dalej, a nie po to, zeby zamyka¢ droge do wywodu.
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Dwa jezyKki, jedna ksigzka

Ksiazka ukazuje si¢ po angielsku 1 po polsku z jednego zrodta. Oba wydania zawierajg te
same rozdzialy, podrozdziaty, wykresy, liczby i1 pytania w tej samej kolejnoSci, a proces
budowania poréwnuje je, zeby tego dopilnowac.



Wprowadzenie

Catkowite za¢mienie Stonca, ktére przeszto nad Hiszpania 12 sierpnia 2026 roku, byto w
tablicach astronom6w na dtugo przed urodzeniem kogokolwiek, kto je ogladat. Jego pas,
jego date 1 minute, w ktdrej si¢ zaczeto, wyliczono z ruchéw Ziemi 1 Ksi¢zyca, a tablice
za¢mien, liczone w ten sam sposdb, siegaja tysiecy lat naprzod.

Nikt nie potrafilby powiedzie¢ ludziom czekajagcym w tym pasie, na miesigc przed
zaémieniem, czy niebo bedzie na tyle czyste, zeby je zobaczy¢.

Obie prognozy powstaja z tego samego rodzaju matematyki. W obu przypadkach
komputer bierze obecny stan kawatka Swiata, stosuje reguly opisujace, jak si¢ on zmienia,
1 krok po kroku idzie naprzéd w czasie. Reguly dla powietrza nie sg tajemnica: to te
same prawa ruchu i ciepta, ktére opisujg Ksiezyc. A jednak jedna prognoza jest dobra na
tysigclecia, a druga na mniej wigcej tydzien. Réznica nie polega na tym, ze meteorolodzy
sa mniej staranni od astronomdéw, ani na tym, ze powietrze jest zbyt skomplikowane, by je
zapisac. Réznica ma nazwe, pomiar 1 doktadny opis matematyczny. Nazywa si¢ chaos 1 o
nim jest ta ksigzka.

Czym jest chaos

W mowie potocznej chaos oznacza batagan. W matematyce oznacza co$ duzo ciekawszego
i niemal przeciwnego: uktad, ktéry podlega doktadnej regule, bez zadnego przypadku,
a mimo to zachowuje si¢ w sposéb, ktérego nie da si¢ przewidzie¢ na dtugo naprzdéd.
Musza by¢ spetnione trzy warunki naraz:

* regula jest dokladna — ten sam stan poczatkowy zawsze prowadzi do tej same;j
przysziosci, bez zadnej domieszki losowosci;

* male réznice rosng — dwa stany poczatkowe réznigce si¢ o mniej, niz cokolwiek da
si¢ zmierzy¢, po pewnym czasie prowadza do zupelnie réznych skutkow;

* ruch pozostaje w granicach — nie ucieka do nieskoriczonosci, wigc rosngce réznice
sq wciaz zawracane do tego samego obszaru 1 nigdy si¢ nie uspokajaja.

Kazdy z tych warunkéw jest prosty. Naukowcow, ktérzy znalezli je razem, zaskoczyto
to, jak czesto ta kombinacja wystepuje. Nie potrzebuje skomplikowanej reguly: pierwszy
uktad chaotyczny w tej ksiazce to jedna linijka szkolnej algebry, ktéra miesci si¢ na
kalkulatorze. Nie potrzebuje losowosci, thumu ani tajemnicy. Pojawia si¢ w kapiacych
kranach, wahadtach, populacjach zwierzat, rytmie serca, orbitach planet i, najstynniej, w
pogodzie.

Dlaczego warto poswie¢cic¢ na to czas

Mozesz rozsadnie zapytac, po co ktos, kto nie jest naukowcem, miatby si¢ tego uczyc.
Oto powody, ktére przekonaty mnie.

el
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Zyjesz prognozami. Aplikacje pogodowe, projekcje emerytalne, krzywe epidemii,
prognozy gospodarcze, szacunki korkéw i pewne siebie odpowiedzi programéw kompute-
rowych to przewidywania tworzone przez modele. Teoria chaosu méwi, ktérym z nich
mozna w zasadzie ufa¢ daleko naprzéd, ktérym tylko przez krétki czas i jak w kazdym
przypadku wyglada uczciwa posta¢ prognozy.

Mierzy granice, a ta granica jest dziwna. W ukladzie chaotycznym biad stanu
poczatkowego ros$nie w kazdym kroku mniej wigcej o ten sam czynnik. To znaczy, ze
tysigckrotne ulepszenie pomiaréw nie daje tysigc razy dluzszej prognozy; daje staly
dodatkowy odcinek czasu, po ktérym mgta zapada tak samo jak wczes$niej. Kiedy raz
zobaczysz to przeliczone na liczbach — a zobaczysz, w czesci II — juz nigdy nie ustyszysz
zdania ,,potrzebujemy tylko lepszych danych” w ten sam sposéb.

Wyjasnia, dlaczego dobre prognozy podajq szanse. JeSli dalekiej przysztosci nie
da sie policzy¢ jako jednej odpowiedzi, to da si¢ policzy¢ rozrzut odpowiedzi i to, jak
prawdopodobna jest kazda z nich. ,,70 procent szans na deszcz” to nie asekuracja prognosty.
To poprawna odpowiedZ na pytanie, na ktére chaos nie pozwala odpowiedziec ,,tak’ albo
,,nie’”.

Rozdziela rzeczy, ktore zwykle wrzuca si¢ do jednego worka. ,Nie da si¢ tego
przewidzie¢” moze znaczy¢, ze nikt nie zna regut, ze reguly zawierajg przypadek, albo
ze reguly sa znane doktadnie, a przysztosc i tak jest poza zasi¢giem. To rézne sytuacje,
wymagajace roznych reakcji, a chaos to ta trzecia.

Jest piekny i uniwersalny. Ksztalty, ktore rysuje chaos, to fraktale, struktury petne
szczegolow przy kazdym powickszeniu, a niektore jego liczby okazujg sie takie same
w uktadach, ktére nie majg ze sobg nic wspdlnego. Ciecz, obwdd elektroniczny i linijka
algebry mogg dzieli¢ stalg, ktérej nikt tam nie wlozyt.

I jest uzyteczny. Ta sama wrazliwos¢, ktora czyni chaos nieprzewidywalnym, pozwala
nim sterowac bardzo matymi pchnieciami, a uktady chaotyczne mozna zmusic, zeby szty
ze soba w parze. Czg$¢ V pokazuje jedno i drugie.

Czym ta ksigzka jest, a czym nie jest

Nie jest podrecznikiem i nie zrobi z ciebie matematyka. Nie jest tez ksiazka z obrazkami,
z ktérej usuni¢to matematyke. Kazdy pomyst w niej to prawdziwy pomyst, rozwiniety od
arytmetyki w gore, a kazde twierdzenie, ktére moze sprawdzi¢ komputer, zostato przez
komputer sprawdzone; programy sa wydrukowane w ksigzce i mozesz je uruchomic sam.
Tam, gdzie ksigzka coS stwierdza bez dowodu, mowi to otwarcie 1 mowi, gdzie ten dowdd
jest.

Zaczyna od zera. Cze$¢ I (rozdziaty od 1 do 4) pokazuje, jak matematyka w ogodle
opisuje Swiat: czym jest model, jak regule stosuje si¢ krok po kroku w czasie, dlaczego
sprzezenie zwrotne nie pozwala niczemu rosna¢ w nieskoriczono$¢ i jak opisuje si¢ ruch.
Czgs8¢ II (rozdziaty od 5 do 8) znajduje chaos w jednej linijce algebry, mierzy, jak szybko
rosng male btedy, zamienia to w jedna liczbe i1 horyzont prognozy, 1 idzie droga od
porzadku do chaosu. Cze¢s¢ 111 (rozdzialy od 9 do 12) przyglada si¢ ksztattom, jakie tworzy
chaos: atraktorowi Lorenza, atraktorom dziwnym, fraktalom i zbiorowi Mandelbrota.
Cze$¢ 1V (rozdzialy od 13 do 16) wyprowadza go w §wiat: wahadla i planety, prognoza
pogody, ukfady zywe i rynki, i sam komputer. Cze¢$¢ V (rozdzialy 17 i 18) pokazuje, jak
chaos mozna kontrolowag, 1 konczy si¢ przewodnikiem terenowym do oceniania kazdej
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prognozy, jaka ktoS ci przedstawi.

Pytanie

W 1814 roku matematyk Pierre-Simon Laplace wyobrazit sobie inteligencje, ktéra
zna kazda site w przyrodzie i doktadny stan wszystkiego w jednej chwili. Dla takiej
inteligencji, pisat, nic nie bytoby niepewne: przyszto$¢ bytaby réwnie jasna jak przesztos¢.
To najbardziej pewne siebie zdanie, jakie kiedykolwiek napisano o przewidywaniu, i przez
sto lat wygladato na naturalny wniosek z fizyki.

Ta ksiazka pyta, czy miat racje, 1 odpowiada liczbami, ktére mozesz policzy¢ sam.
Rozdziat 1 zaczyna si¢ od kamienia i kubka herbaty.



Czesc 1

Mechanizm zegara: jak matematyka
opisuje Swiat



ROZDZIAL 1

Model to maszyna do przewidywania

Korzystasz z modeli matematycznych codziennie, nawet jesli tak ich nie nazywasz.
Aplikacja, ktéra mowi, ze pociag przyjedzie za siedem minut, liczy jaki§ model. Tak samo
minutnik w piekarniku, tablica ptywéw, dawkowanie na ulotce leku i cichy gtos, ktéry
podpowiada, ze trzeba wyjs¢ dziesig¢ po 6smej, zeby zdazy¢ na dziewiata. Kazdy z nich
bierze kilka liczb o tym, co jest teraz, stosuje regule i podaje ci liczbg o tym, co bedzie
pOZniej.

Ta ksigzka opowiada o tym, co dzieje si¢ z ta obietnica. Pierwsze cztery rozdziaty
pokazuja, jak dobrze dziata — jak linijka algebry potrafi powiedzieé, gdzie bedzie kamier,
jak goraca bedzie twoja herbata 1 kiedy wréci kometa. Reszta ksigzki pokazuje, gdzie
si¢ tamie, dlaczego tamie si¢ nawet wtedy, gdy regula jest doskonata, i co wcigz da si¢
przewidzieé, gdy to si¢ stanie. To ostatnie jest powodem, by ja przeczytac: to peknigcie nie
jest porazka matematyki, a znajomosS¢ jego ksztattu zmienia to, w co powiniene$ wierzy¢
przy kazdej prognozie, jakg kto$ ci poda.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:

* nazwac stan, regule 1 przewidywanie kazdego modelu, ktdry ktoS ci pokaze
* uruchomi¢ model napisany w Pythonie i przeczytac to, co wypisuje

» powiedzieé, co znaczy, ze model jest bledny, i dlaczego btedny model wcigz
moze by¢ uzyteczny

* powiedzie¢, co dzieje si¢ z matym bledem stanu poczatkowego w dwoch modelach
z tego rozdziatu

* przytoczy¢ zegarmistrzowskie twierdzenie Laplace’a z 1814 roku i pytanie, ktdre
reszta ksiazki mu zadaje

1.1 Trzy cze¢Sci kazdego modelu

Upus¢ kamieni z mostu. Ile przeleci w ciggu trzech sekund?
Fizyk odpowie wzorem, ktéry mozesz pamig¢tac ze szkoly: kamien spadajacy swobodnie
przy powierzchni Ziemi pokonuje droge

d:%gt2

w ciggu ¢ sekund, gdzie g to mniej wiecej 9,81 metra na sekunde na sekund¢. Ta jedna
linijka to kompletny model i ma trzy cze¢sci, ktére znajdziesz w kazdym modelu w tej
ksigzce.
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* Stan: liczby, ktére méwig, jak jest teraz. Tutaj to jedna liczba — czas ¢ od chwili
puszczenia kamienia.

* Regula: jak te liczby zamieniajg si¢ w to, co chcesz wiedziec€. Tutaj to wzor.

* Przewidywanie: to, co méwi regula. Tutaj — droga.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 1.1
Podstaw do wzoru ¢ = 3. Mniej wigcej ile przelecial kamieni: okoto 10 metréw, okoto
30, czy okoto 45?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Okoto 44,1 metra: potowa z 9,81, razy 3 X 3 = 9.

Jesli odpowiedziates§ dziesie€ albo trzydziesci, jesteS w dobrym towarzystwie: wiekszos¢
ludzi zaniza, bo kamien nie spada ze stala predkoscia. Ciagle przyspiesza, wigc droga
rosnie z kwadratem czasu. Trzy razy dtuzszy lot to dziewiec razy dluzsza droga.

To pierwsza rzecz, ktérg daje ci model: tapie intuicje¢, ktéra miata ci¢ zmyli¢. Nikt nie
ma wyczucia dla 2. Wzér go nie potrzebuje.

Pulapka

,»Model to kopia rzeczywistosci.” Nie jest, i nic w powyzszym wzorze nie przypomina
kamienia. Model to maszyna do odpowiadania na pytania: wktadasz liczby, dostajesz
liczby, a jedyny uczciwy test polega na tym, czy te liczby zgadzaja si¢ z tym, co
potem zmierzysz. Mapa nie jest terenem, a model nie jest nawet mapa — to mapa,
ktéra dodatkowo méwi ci, o ktérej dojedziesz.

1.2 Twoje laboratorium

Kazda liczbe w tej ksiazce, ktorej nie dato si¢ policzy¢ w pamigci, policzyt maly program,
a kazdy z tych programow lezy w repozytorium ksiazki w katalogu code/. Nie musisz by¢
programista, zeby je czytac. Sg krétkie, napisane tak, zeby dato si¢ je czytac, i kazdy jest
objasniony przy pierwszym pojawieniu si¢. Oto kamien.

code/ch@1/falling_stone.py

9 G =9.81 # metres per second, per second, near the Earth's surface

12 def distance(t: float) -> float:
13 """How far a dropped stone has fallen after t seconds, air ignored."""
14 return 0.5 *x G x t * t

Listing 1.1: Spadajacy kamieri jako model: jedna stata, jedna reguta

Czytaj go tak, jak czytasz wzor. Wiersz zaczynajacy si¢ od G = ustala stalg. Wiersze
zaczynajace si¢ od def distance definiujg regute: podaj jej czas t, a zwrdci 0.5 * G * t *
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t, czyli wzor z rozpisanymi mnozeniami. Tekst w potréjnych cudzystowach to notatka dla
czytelnika, a wszystko po znaku # to komentarz. Potem program zadaje regule pytanie dla
kazdej petnej sekundy od 0 do 5:

code/ch@1/falling_stone.py

print(" t (s) fallen (m)")
for t in range(6):
print(f"{t:5d} {distance(t):10.2f3}")

Listing 1.2: Sze$¢ pytan zadanych modelowi
for t in range(6) znaczy ,,wykonaj nastepny wiersz z t rownym O, potem 1 1 tak dalej az

do 5”. Uruchom go z katalogu code/ poleceniem uv run python ch@1/falling_stone.py,
a wypisze:

t (s) fallen (m)

0 0.00
1 4.91
2 19.62
3 44.14
4 78.48
5 122.63

Spojrz na prawa kolumne. W pierwszej sekundzie kamien spada okoto pieciu metréw, a
w pie¢ sekund 122,6 metra. Jesli kiedykolwiek upuscite§ co§ z wysokosci 1 liczyles, ta
druga liczba wydaje si¢ za duza, a wcale taka nie jest.

Uwaga

Material wstepny méwi, jak zainstalowac laboratorium: jedno narzedzie, uv, ktére
instaluje doktadnie t¢ wersje Pythona, na ktérej sprawdzono ksiazke (3.14.7), i
kazdy pakiet w doktadnie tej wersji, ktéra podaje strona redakcyjna. Potem uv run
python z nazwg pliku uruchamia dowolny listing z ksiazki. Jesli wolisz niczego nie
uruchamia¢, wynik kazdego listingu jest wydrukowany obok; uruchamianie ich to
sposdb, zeby przekonac sie, ze ksigzka nie prosi ci¢ o wiar¢ na stowo.

Laboratorium 1.1 — Kamien w obie strony

Model odpowiada na pytania w wiecej niz jednym kierunku. Podaj mu czas, a poda
droge; podaj droge, a poda czas; podaj zmierzony spadek, a powie, ile musi wynosi¢
grawitacja. Plik startowy zawiera trzy funkcje z opisami i bez tresci. Uzupelnij je,
az test przejdzie. Druga potrzebuje pierwiastka kwadratowego, ktéry w Pythonie
nazywa si¢ math.sqrt.

Plik startowy: code/labs/ch@1/101_01_stone.py
Test: code/labs/ch@1/test_101_01_stone.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 101_01_stone
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1.3 Model, ktory robi kroki

Wz6ér na kamien pozwala przeskoczy¢ od razu do dowolnej chwili. Wiekszos¢ modeli na
to nie pozwala. Nalej herbate o temperaturze 90 °C w pokoju, w ktérym jest 20 °C. Isaac
Newton opisat w 1701 roku, jak stygnie, a w postaci, ktorej uzywa ta ksigzka, jego reguta
moéwi: co minute herbata traci staly utamek réznicy miedzy sobg a pokojem. Niech ten
utamek wynosi 0,1, czyli jedng dziesiata.

Zatrzymaj sie i pomysl 1.2
Na poczatku réznica wynosi 90 — 20 = 70 stopni. Jaka bedzie temperatura minute
pOzZniej?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. 83 °C. Jedna dziesigta r6znicy to 7,290 — 7 = 83.

Zeby znaé temperature po dwéch minutach, robisz to samo jeszcze raz, z 83: réznica
wynosi teraz 63, jedna dziesiata z niej to 6,3, a herbata ma 76,7. Nie ma skrotu, ktory
powinienes$ zna¢. Reguta moéwi, jak przejs¢ od jednej minuty do nastepnej, a zeby dojs¢
gdziekolwiek indziej, robisz krok po kroku.

code/ch@1/cooling_cup.py

ROOM = 20.0 # degrees Celsius
K=20.1 # the fraction of the gap to the room lost each minute

def next_minute(temp: float) -> float:
"""The temperature one minute later.
return temp - K * (temp - ROOM)

Listing 1.3: Reguta nastepnej minuty

Funkcja next_minute to caly model. Dostaje temperature teraz 1 zwraca temperature minute
p6zniej. Zeby zobaczyé przysztosé, wywolujesz ja raz za razem, podajac jej z powrotem
kazda odpowiedz:

code/ch@1/cooling_cup.py

temp = 90.0
for minute in range(31):
if minute % 5 ==
print(f"minute {minute:2d}: {temp:5.1f} C")
temp = next_minute(temp)

Listing 1.4: Kazda odpowiedZ wraca na wejscie, trzydziesci razy

minute ©@: 90.0 C
minute 5: 61.3 C
minute 10: 44.4 C
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minute 15: 34.4 C
minute 20: 28.5 C
minute 25: 25.0 C
minute 30: 23.0 C

Wiersz temp = next_minute(temp) to najwazniejszy wiersz tej ksigzki i1 zobaczysz go w
kazdym rozdziale pod inng nazwg. Zastepuje stan nast¢pnym stanem. Robienie tego raz
za razem nazywa si¢ iteracjq, a rozdziat 2 jest wylacznie o niej.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 1.3

Z wydruku wynika, ze herbata ma wigcej niz 60 °C w minucie 5. Czy ma mniej niz
60 w minucie 67 Co trzeba zrobié, zeby mie¢ pewnos¢?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Tak: pierwszy raz spada ponizej 60 w minucie 6. Zeby
mie¢ pewnos¢, robisz reguta jeszcze jeden krok albo prosisz program o
kazda minute zamiast co piate;.

Tak zadaje si¢ pytanie modelowi krokowemu: robisz kroki, az pojawi si¢ odpowiedz.
Dlatego tez modele krokowe byly rzadkie przed komputerami, a teraz sg wszedzie.
Maszynie nie przeszkadza milion krokow.

Kamien: ze wzoru Herbata: krok po kroku
120 ¢
804 °
100 A .
g o | -
< 80 N °
en
£ 609 °
S 60 - g .
- b °
> °
] = °
E 40 E 40 .'o.
) 209 ...'.\‘
0 I
T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 20 40 60
czas od puszczenia (s) minuta

Rysunek 1.1: Dwa modele tego samego rodzaju pytania. Wzor na kamien podaje dowolng
chwile od razu; regutfa herbaty podaje nastepna minute, a krzywa to jej kroki potaczone
ze soba.

Laboratorium 1.2 — Kiedy da si¢ to wypié?

Napisz cool, ktdre stosuje regute przez zadang liczb¢ minut 1 zapamietuje kazda tem-
perature, oraz minutes_until, ktére odpowiada na pytanie, jakie cztowiek naprawde
zadaje. Twoja odpowiedz dla kubka o 90 °C, pokoju o 20 i utfamka 0,1 powinna si¢
zgadzad z tg powyze;j.
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Plik startowy: code/labs/ch@1/101_02_cooling.py
Test: code/labs/ch@1/test_101_02_cooling.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 101_02_cooling

1.4 Bledny i uzyteczny

Zaden z tych modeli nie jest prawdziwy. Wzér na kamiei pomija powietrze, a piérko
upuszczone obok kamienia pokazuje, jak bardzo moze to mie¢ znaczenie. Reguta herbaty
pomija kubek, spodek, pare 1 twoja tyzeczke. Zmierz doktadnie, a przekonasz si€, ze oba
sq bfedne.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 1.4
Skoro wz6r na kamien pomija powietrze, a powietrze oczywiscie ma znaczenie, to
czy ten wzOr jest bezuzyteczny?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Dla kamienia spadajacego kilka sekund jest dokfadny

co do szerokoSci dfoni; dla piérka myli si¢ bardzo. Model jest uzyteczny

do pytan, na ktére odpowiada wystarczajaco dobrze, a twoim zadaniem
jest wiedzieé, ktoére to pytania.

Putapka

»Model, ktory jest bledny, jest bezuzyteczny.” Kazdy model jest btedny, bo kazdy
co$ pomija — wlasnie dlatego jest doS¢ maly, zeby go uzywac. Czesto cytowane
zdanie statystyka George’a Boxa méwi to samo krdcej: wszystkie modele sg biedne,
ale niektore sa uzyteczne. Uzyteczne pytanie nigdy nie brzmi ,,czy jest prawdziwy?”,
tylko ,,czy jest wystarczajaco dobry do tego pytania, w tym zakresie?”. Zapami¢taj to
pytanie. Czes¢ I tej ksigzki dotyczy zakresu, w ktérym model bez zadnego btedu
w regule przestaje by¢ wystarczajaco dobry, a powdd nie jest tym, czego bys si¢
spodziewat.

Model mozna sprawdzi¢ pomiarem, i to w obie strony. Upu$¢ kamien z dziesi¢ciome-
trowego muru, a wzor powie, ze wyladuje po 1,43 sekundy. Zmierz prawdziwy spadek,
dostan troche inng liczbe, a mozesz odwrdéci¢ wzor 1 zapytad, ile musiatoby wynosic g.
To trzecia funkcja z pierwszego laboratorium powyzej i tak model zdobywa zaufanie:
formutujac przewidywania na tyle ostre, ze mogtyby okazac si¢ bfedne — i nie okazujac
sie.
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1.5 Co dzieje si¢ z malym btedem?

Oto pytanie, na ktérym opiera si¢ calta ksigzka, zadane najtagodniejszemu z jej modeli.
Nigdy nie znasz stanu poczatkowego doktadnie. Termometr pokazuje 90 °C, a herbata ma
naprawde 91. O ile pomylisz si¢ p6t godziny p6zniej?

Zatrzymaj si¢ i pomysl 1.5

Dwa kubki zaczynajg z r6znicg jednego stopnia i stygng wedltug tej samej reguty.
Po trzydziestu minutach réznica migedzy nimi jest wigksza niz jeden stopien, wciagz
rowna jednemu stopniowi, czy mniejsza?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Mniejsza: okoto 0,042 °C. Co minute réznica jest mnozona
przez 0,9, bo kazdy kubek traci jedng dziesigtg wlasnej odlegtosci od
temperatury pokoju.

code/ch@1/two_cups.py

a, b=190.0, 91.0
for minute in range(31):
if minute % 10 == 0:
print(f"minute {minute:2d}: gap {b - a:.4f} C")
a, b = next_minute(a), next_minute(b)

Listing 1.5: Dwa kubki réznigce si¢ o jeden stopien

minute @: gap 1.0000 C
minute 10: gap 0.3487 C
minute 20: gap 0.1216 C
minute 30: gap 0.0424 C

Bfad nie tylko pozostaje maty; znika. Co minute jest mnozony przez 0,9, wiec po dziesigciu
minutach wynosi mniej wiecej trzecig czesS¢ stopnia, a po 44 minutach mniej niz setng
czes¢. W skali logarytmicznej, w ktdrej kazdy krok w dét to dziesigciokrotnosé, réznica
spada wzdtuz linii prostej:

Zapamictaj t¢ prosta. Model, ktérego btedy maleja, wybacza ci, ze nie znasz stanu
poczatkowego. Model kamienia jest prawie rOwnie taskawy: pomyl si¢ o jedng dziesiata
sekundy co do chwili puszczenia, a twoje przewidywanie bedzie przesunigte o staty czas
na zawsze, nigdy o wiecej. Wiekszo$¢ matematyki, ktorg poznates w szkole, opisuje takie
uktady i dlatego mysl, ze przyroda jest przewidywalna, wydaje si¢ zdrowym rozsadkiem.

Gdzie to spotkasz

Dawkowanie na ulotce leku opiera si¢ na modelu tego rodzaju. Wigkszos¢ lekéw
jest usuwana z krwi w mniej wiecej statym utamku na godzing, dokfadnie tak, jak
herbata traci staty utamek swojej r6znicy (alkohol to stynny wyjatek), wiec dawka
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Rysunek 1.2: Réznica migdzy dwoma kubkami, ktdre zaczely z réznicg jednego stopnia.
W skali logarytmicznej spada wzdtuz linii prostej: co minute znika ten sam ulamek.

przyjeta troche za p6Zzno albo trochg za duza zostawia btad, ktéry maleje, a nie rosnie.
Ta wyrozumiatoS$¢ sprawia, ze schemat dawkowania w ogoéle da si¢ wydrukowac na
opakowaniu.

1.6 Mechanizm zegara

W XVIII wieku modele takie jak te dokonaly czego$ zdumiewajacego. Edmond Halley,
korzystajac z Newtonowskich praw ruchu i grawitacji, dowodzil, ze komety widziane w
latach 1531, 1607 i 1682 to jeden obiekt na jednej orbicie, i przewidzial, ze wréci okoto
1758 roku. Zmarl w 1742. Komete zobaczono ponownie w noc Bozego Narodzenia 1758
roku 1 od tamtej pory nosi jego imie.

Reguta na papierze siggnela siedemdziesigt sze$¢ lat w przyszto$¢ 1 miala racje.
Pierre-Simon Laplace wyciagnat z tego wniosek w 1814 roku, we fragmencie, ktéry w
wolnym przektadzie brzmi:

Umyst, ktéry w danej chwili znatby wszystkie sity ozywiajace przyrodg i
wzajemne polozenie wszystkich tworzacych ja bytow — umyst dos¢ rozlegty,
by podda¢ te dane analizie — objatby jednym wzorem ruchy najwickszych
cial wszechS§wiata i najlzejszego atomu; nic nie byloby dla niego niepewne, a
przysztosé, tak jak przeszto$é, stataby mu przed oczami.

Ten wyobrazony umyst nazywa si¢ demonem Laplace’a, a obraz, ktéry za nim stoi,
wszechswiatem jak mechanizm zegara: znaj regule i teraZniejszo$¢, a przyszio$¢ wynika z
nich tak pewnie jak ruch wskazéwek zegara. W 1960 roku fizyk Eugene Wigner pisat o
»hiepojetej skutecznosci matematyki w naukach przyrodniczych” i miat na mysli to samo
zdumienie: reguly spisane przez ludzi przy biurkach wcigz okazujg si¢ miec racje co do
Swiata.
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STAN REGULA —— PRZEWIDYWANIE
jak jest teraz jak sie zmienia €107 popraw "~ potem pomiar

Rysunek 1.3: Kazdy model w tej ksiazce ma ten ksztalt. Stan wchodzi, reguta zamienia
go w przewidywanie, a pomiar decyduje, czy mu ufad.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 1.6
Zalézmy, ze regula jest doktadna — nie w przyblizeniu poprawna, tylko idealnie

poprawna — 1 ze ja znasz. Czy mozesz wtedy przewidywac przyszioS¢ dowolnie
daleko?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Tylko jesli doktadnie znasz tez stan poczatkowy, a nigdy go
nie znasz. Dla herbaty i kamienia nie ma to prawie znaczenia, bo btad
stanu poczatkowego maleje albo pozostaje taki sam. Czy zawsze
zachowuje si¢ tak faskawie — na to pytanie odpowiada reszta tej ksiazki.

Wiekszo$¢ ludzi odpowiada ,tak”, 1 tak samo odpowiadata wigkszoS¢ naukowcow przez
dwiescie lat po Laplace’u. Zapamig¢taj swoja odpowiedz. W rozdziale 5 poznasz regule
dtugosci jednej linijki, prostsza niz reguta herbaty, ktérej btedy wcale nie maleja; w
rozdziale 6 zmierzysz, jak szybko rosng; a pod koniec ksiazki bedziesz umie¢ powiedziec,
liczbami, ktére sam policzysz, dlaczego niektére rzeczy da si¢ przewidzie¢ na sto lat
naprzdd, a innych nawet na dwa tygodnie. To jest teoria chaosu, 1 nie jest to teoria nietadu.
To matematyka doktadnie tego pytania.

Podsumowanie

* Kazdy model ma trzy czesci: stan (liczby, ktére mowia, jak jest teraz), regule
(jak sie zmieniajg albo jak zamieniajg si¢ w odpowiedZ) i przewidywanie (co
mowi reguta).

* Niektére modele to wzory, ktére da si¢ obliczy¢ dla dowolnej chwili. Wigkszos¢
to reguly krokowe: méwia, jak przejS¢ od teraz do nastepnej chwili, a do
przysztosci dochodzisz, stosujac je raz za razem. To jest iteracja.

» Kazdy model jest btedny, bo kazdy cos pomija. Uzyteczne pytanie brzmi: czy
jest wystarczajaco dobry do tego pytania, w tym zakresie.

* W przypadku stygnacej herbaty btad stanu poczatkowego maleje co minute
o ten sam czynnik; w przypadku kamienia pozostaje taki sam. Takie modele
wybaczaja ci, ze nie znasz stanu poczatkowego doktadnie.

* Demon Laplace’a to zegarmistrzowskie twierdzenie: znaj doktadnie regute i
terazniejszoS¢, a przysztoS¢ z nich wynika. Reszta ksigzki je sprawdza.
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Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wro¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.

nazwac stan, regule i przewidywanie kazdego modelu, ktéry ktoS ci ]2 ]3]0 14 15[ ]
pokaze
uruchomi¢ model napisany w Pythonie i przeczytac to, co wypisuje ]2 ]3] J4[ 15[ ]

powiedzied, co znaczy, ze model jest btedny, i dlaczego btgdny model ]2 ]3] 14 15[ ]
wciaz moze by¢ uzyteczny
powiedziec, co dzieje si¢ z malym bledem stanu poczatkowego w dwoch 1] [2[ [3[ [4[ |5] |
modelach z tego rozdziatu

przytoczy¢ zegarmistrzowskie twierdzenie Laplace’a z 1814 roku i ]2 ]300 14 15[ ]
pytanie, ktére reszta ksiazki mu zadaje

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyl, w tej kolejnoSci, w jakiej uczyt.

1. Nazwij stan, regule i1 przewidywanie rozktadu jazdy autobusu.

2. Ile przeleci kamient w ciagu pierwszych dwdch sekund, bez oporu powietrza? A w
ciagu czterech?

3. Herbata o 80 °C stygnie w pokoju o 20 °C, tracac co minute jedng dziesigtg réznicy.
Jaka ma temperature po jednej minucie, a jakg po dwéch?

4. Dwa kubki zaczynaja z r6znicg dwdéch stopni w tym samym pokoju i stygna wedtug
tej reguly. O ile r6znig si¢ po jednej minucie?

5. Dlaczego model, o ktérym wiadomo, ze jest btedny, wciaz moze by¢ uzyteczny?

6. Co musiatby zna¢ demon Laplace’a, zeby przewidzie¢ przysztosé, i ktérej z tych
rzeczy wedtug reszty ksigzki nigdy nie da si¢ zna¢ doktadnie?



ROZDZIAL 2

Regula nast¢pnego kroku

Lekarz przepisuje ci jedng tabletke kazdego ranka. Kazda tabletka wprowadza do krwi
100 miligraméw leku, a do nastepnego ranka organizm usuwa potowe tego, co w niej byto.
Bierzesz jedng dziennie przez miesiac, rok, dziesie¢ lat: czy ilo$¢ leku we krwi rosnie tak
dtugo, jak dlugo bierzesz tabletki?

Zapamigtaj swoja odpowiedZ. To pytanie dotyczy reguly stosowanej raz za razem
— potowa, tabletka; potowa, tabletka — a reguly tego samego rodzaju rzadza kontami
oszczednoSciowymi, stygnaca herbata, populacjami, kredytami 1 hotelowym prysznicem.
Rozdzial 1 nazwat wiersz temp = next_minute(temp) najwazniejszym wierszem tej ksigzki.
Ten rozdzial méwi o tym, co ten wiersz robi, gdy puscisz go w nieskoniczono$¢, a koriczy
si¢ tym, ze potrafisz powiedziec, co cata rodzina regul zrobi na dtuzsza mete, wcale ich
nie uruchamiajgc.

Czego sie nauczysz
Po przerobieniu tego rozdziatu bedziesz umiec:
* zapisaC regule nastepnego kroku w notacji tej ksiazki i wyznaczy¢ jej orbite,
recznie i w Pythonie

* rozpoznac regule liniowa, ktdra stoi za oszcz¢dnoSciami, lekami 1 stygnieciem, i
odczytac jej zachowanie na dtuzsza mete¢ z jednej liczby

* odpowiedzie¢ logarytmem na pytanie ,.ile krokéw, zanim. . .”

* znaleZ¢ stan, w ktérym reguta stoi w miejscu, i rozstrzygnac¢, czy zostaje w nim
po lekkim pchnigciu

» zmierzy¢ nachylenie reguty w punkcie 1 odczyta¢ diagram pajeczynowy

2.1 Dzis, jutro, pojutrze

Whptaé 1000 ztotych na konto oprocentowane na 5 procent rocznie i nie ruszaj ich. Po roku
bank dopisze 50, czyli 5 procent z 1000, i bedziesz mie¢ 1050. Po drugim roku dopisze 5
procent od 1050 1 bedziesz mie¢ 1102,5; po trzecim 1157,625. Co roku to samo dzieje
si¢ z tym, co jest na koncie.

Oznacz stan konta po n latach przez x,, co czytamy ,,x z indeksem »”’: mate n méwi,
ktéry to rok, i niczego nie mnozy. Tak wigc xo = 1000 to punkt wyjscia, x; = 1050 to
stan rok p6zniej, a reguta banku to

Xn+l = 1’05 Xns

czyli stan w przyszlym roku to 1,05 razy stan w tym roku, co roku.

12
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Kazda reguta krokowa w tej ksigzce ma taki ksztalt. Jest stan, liczba x mdéwiaca,
jak jest teraz; jest reguta f, ktéra oznacza ,,cokolwiek robisz ze stanem, zeby dostaé
nastepny”’; i jest nastepny stan, czyli f zastosowane do obecnego:

Xn+l = f(xn)~

Gdy numer kroku nie ma znaczenia, regule zapisuje si¢ ze strzatka, x +— 1,05 x, co czytamy
,»X przechodzi w 1,05 razy x”. Lista xq, x1, X2, . . . to orbita punktu xo, a wytwarzanie jej,
przez podawanie kazdej odpowiedzi z powrotem jako naste¢pnego pytania, to iteracja.

REGULA

f, co krok ta sama
STAN TERAZ NASTEPNY STAN

x w kroku n x w krokun + 1

Rysunek 2.1: Iteracja. Reguta zamienia obecny stan w nastepny, ktory staje si¢ obecnym
stanem; na kazdym kroku dziata ta sama regufa.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 2.1
Wez regute x — 2x + 1: podwdj, potem dodaj jeden. Zaczynajac od xo = 1, ile
wynosza xi, X i x37

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. 3,71 15. Dwarazy 1 plus jeden to 3; dwa razy 3 plus jeden
to 7; dwa razy 7 plus jeden to 15.

Do x3 nie da si¢ dojS¢ inaczej niz przez x; 1 x3: sto krokéw naprzéd to sto krokow,
zmudnych na papierze i bez wysitku dla maszyny.
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chaoslab

Biblioteka ksiazki, chaoslab, robi te kroki za ciebie. Jej orbit to petla z rozdziatu 1
z rachunkowoscig zatatwiong raz na zawsze:

code/src/chaoslab/iterate.py

def orbit(f: Rule, x@: float, n: int) -> list[float]:
"""Apply the rule “f° n times to x@ and keep every state.

The list has n + 1 entries: the start, then each step after it.
xs = [x0@]
for _ in range(n):

xs.append(f(xs[-11))
return xs

© N o g s W N = e

Listing 2.1: Zastosuj regule n razy i zachowaj kazdy stan

Jej partnerka linear(a, b) zwracaregute x — ax + b, gotowa do podania funkcji
orbit.

2.2 Jedna prosta, trzy losy

Reguta oszczednosci tylko mnozy. Wiele regut mnozy, a potem dodaje:

Herbata z rozdziatu 1 traci co minut¢ jedng dziesigta swojej roznicy do pokoju o
temperaturze 20 stopni: z x przechodzi w x — 0,1(x — 20), co po uporzagdkowaniu
daje 0,9 x + 2.

Tabletki: potowa, potem dodaj 100, czyli x — 0,5x + 100.

* Populacja, w ktérej urodzenia co roku przewyzszaja zgony o jedna pigta: x — 1,2.x.

Plotka, ktorg kazdy, kto jg zna, przekazuje dziennie jednej nowej osobie: x +— 2x.

Wszystkie majg jeden ksztalt, x — a x + b: pomnoéz przez stalg liczbg a, potem dodaj stalg
liczbe b. Jej wykres, z obecnym stanem na osi poziomej i nast¢pnym na pionowej, jest
linig prosta, dlatego nazywa si¢ ja reguly liniowg — choé, jak zaraz zobaczysz, to, co robi
w czasie, jest przewaznie krzywe. Uruchom cztery takie reguly z tego samego miejsca:

code/ch@2/fates.py

RULES = {
"2x": linear(2.0, 0.0), # multiply by 2
"0.5x": linear(0.5, 0.0), # multiply by 0.5
"Q.5x+5": linear(0.5, 5.0), # multiply by 0.5, add 5
"-0.5x+15": linear(-0.5, 15.0), # multiply by -0.5, add 15

def main() -> None:
runs = [orbit(rule, 1.0, 8) for rule in RULES.values()]
print(" n" + "".join(f"{name:>11}" for name in RULES))
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24 for n in range(9):
25 print(f"{n:2d}" + "".join(f"{run[n]:11.4f3}" for run in runs))

Listing 2.2: Cztery reguly liniowe iterowane obok siebie z tego samego startu

n 2X Q.5x 0.5x+5 -0.5x+15
0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1 2.0000 0.5000 5.5000 14.5000
2 4.0000 0.2500 7.7500 7.7500
3 8.0000 0.1250 8.8750 11.1250
4 16.0000 0.0625 9.4375 9.4375
5 32.0000 0.0312 9.7188 10.2812
6 64.0000 0.0156 9.8594 9.859%4
7 128.0000 0.0078 9.9297 10.0703
8  256.0000 0.0039 9.9648 9.9648

Pierwsza kolumna podwaja si¢ w nieskonczono$¢, a druga maleje o potowe ku zeru.
Trzecia skrada si¢ do 10 od dotu. Czwarta tez ustala si¢ na 10, ale skaczac z jednej strony
na druga, a kazdy skok jest mniejszy od poprzedniego: to trzecia kolumna w lustrzanym
odbiciu. Oto trzy losy reguly liniowej — rosna¢ bez ograniczefi, zanika¢ do zera albo si¢
ustali¢ — a ujemny mnoznik dodaje naprzemiennos¢, ale nie czwarty los.

X 2x: rosnie x> 0,5x: zanika dwie reguly, ktére si¢ ustalaja
15,0
4000 - 1.0 7
12,5 4
0,8 o
3000 -
10,0
0,6
< 2000 75
0,4
5,0
1000 02 - —e— 0.5x+5
257 —e— —05x+15
0 0,0
T T T T T T T T T
0 5 10 0 5 10 0 5 10
krok n krok n krok n

Rysunek 2.2: Trzy losy reguly liniowej przy tym samym starcie. Jedna roSnie bez
ograniczen, jedna zanika, a dwie ustalaja si¢ na tej samej liczbie: jedna si¢ do niej skrada,
druga skacze z boku na bok.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 2.2
Wré¢my do konta oszczgdnoSciowego. Chceesz zna¢ stan po dziesieciu latach, nie
robigc dziesieciu krokow. Jakie jedno obliczenie go daje?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Pomn6z 1000 przez 1,05 dziesiec razy z rzedu:
x10 = 1,05'% x 1000, co daje 1628,89.
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Mate uniesione 10 to potega: 1,05'° to 1,05 pomnozone przez siebie dziesie¢ razy. Gdy
regufa tylko mnozy, x +— a x, jej orbita ma wzdr, x, = a"xp, 1 mozna przeskoczy¢ do
dowolnego kroku. Wzrost, w ktérym kazdy krok mnozy przez t¢ sama liczbe, nazywa si¢
wyktadniczym; jego malejacy bliZzniak, z a migdzy 0 a 1, to zanik wyktadniczy.

2.3 Powolne eksplozje i liczenie krokow

Stowo ,,wyktadniczy” stalo si¢ synonimem stowa ,,szybki”. Oto test tego przekonania.

Zatrzymaj sie i pomysl 2.3

Dwa konta oszczgdnoSciowe zaczynaja od 1000. Konto A co roku dopisuje 50. Konto
B rosnie o 2 procent rocznie, czyli wyktadniczo. Ktére jest do przodu po trzydziestu
latach?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Konto A, z 1000 + 30 x 50 = 2500 wobec 1811 na koncie
B. B wyprzedza A dopiero w roku 8§3.

Jesli wybrates B, rozumowale$ na podstawie stowa, a nie reguty: 2 procent z 1000 to 20,
mniej niz 50 konta A, a B potrzebuje dziesi¢cioleci wzrostu na wlasnym wzroScie, zeby je
dogonid.

Putapka

,»Wzrost wykladniczy to szybki wzrost.” To wzrost proporcjonalny do tego, co juz
jest, a mnoznik moze by¢ bardzo bliski jednoSci. Przy 1 procencie rocznie suma
podwaja si¢ po mniej wigcej 70 latach. Wzrost wyktadniczy gwarantuje nie szybkos¢,
tylko nieuchronno$¢: jakkolwiek mata bytaby stopa, przescignie kazdy wzrost, ktory
dodaje statg kwote — w konicu, a to ,,w koricu” moze trwac cale zycie.

Pozyteczne pytanie o wzrost wyktadniczy brzmi ,,ile krokéw, zanim si¢ podwoi?”, a
odpowiedZ nie zalezy od punktu startu.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 2.4

Przy 7 procentach rocznie po mniej wigcej ilu latach suma si¢ podwaja: po okoto 5,
okoto 10 czy okoto 14?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Po okoto 10. Liczac petne lata, 1000 po raz pierwszy
przekracza 2000 w roku 11; doktadna odpowiedz to 10,24 roku.

Jest na to przycisk. Pytanie brzmi: dla jakiego n zachodzi 1,07" = 2? Na doktadnie takie
pytania odpowiada logarytm. Kalkulator ma przycisk oznaczony 1n, logarytm naturalny, a
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10000 dopisuje 50 rocznie
ros$nie o 2 procent rocznie
80007 wyprzedza w roku 83
S
5
~ 6000
=
8
175]
4000
2000
T T T T : : I |
0 20 40 60 80 100 120
lata

Rysunek 2.3: Dodawanie statej kwoty wobec wzrostu o staty utamek. Konto wyktadnicze
jest z tylu przez wigksza czg¢$¢ stulecia, a potem juz nie.

jedyne, co musisz o nim wiedzieé, to co robi z potega:
In(a") =nlna.

Zamienia ,,pomndz przez a, n razy’ na ,,dodaj Ina, n razy”. Zlogarytmuj obie strony
rownania a" = 2, a dostaniesz nlna = In 2, czyli

_1n2‘

n= :
Ina

liczba krokéw to logarytm tego, jak daleko chcesz dojs¢, podzielony przez logarytm
jednego kroku. Skoro In2 = 0,693, aIn 1,07 = 0,0677, wychodzi 10,24.

code/ch@2/doubling.py

def steps_to_double(rate: float) -> int:
"""Whole steps of x -> (1 + rate) * x until x has at least doubled."""
X, steps = 1.0, 0
while x < 2.0:
x = (1.0 + rate) * x
steps += 1
return steps

def doubling_time(rate: float) -> float:
"""The same question asked of the logarithm: 1ln 2 / In(1 + rate).
return math.log(2.0) / math.log(1.0 + rate)

nwun

def main() -> None:
print("rate counted logarithm rule of 70")
for percent in (1, 2, 3, 5, 7, 10):
rate = percent / 100
print(f"{percent:3d}% {steps_to_double(rate):7d}"
f {doubling_time(rate):9.2f} {70 / percent:10.1f}")

Listing 2.3: Po ilu latach stan konta si¢ podwoi: liczone i z logarytmu
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rate counted logarithm rule of 70

1% 70 69.66 70.0
2% 36 35.00 35.0
3% 24 23.45 23.3
5% 15 14.21 14.0
7% 11 10.24 10.0
10% 8 7.27 7.0

Liczba krokéw to logarytm zaokraglony w gore. Przy 2 procentach to 35,00 wobec 36:
po 35 latach na koncie jest 1,9999 raza tyle, ile wptacono, o wlos mniej niz podwojenie.
Ostatnia kolumna, reguta 70, dzieli 70 przez liczbe procent; dziata, bo logarytm jednego
kroku jest bliski samej matej stopie (In 1,07 to prawie 0,07), a 100 X In2 to mniej wiecej
70.

Z maleniem jest tak samo. Lek, z ktérego organizm co godzin¢ usuwa jedna piata,
zachowuje co godzing 0,8, a czas, po ktérym zostaje potowa, jego okres pottrwania,
wynosi In 0,5/In 0,8, czyli okoto 3,1 godziny.

Laboratorium 2.1 — Ile krokéw do celu?

Napisz steps_until, ktora liczy kroki reguty x — ax od 1, az x osiagnie cel, oraz
time_until, ktéra zadaje to samo pytanie logarytmowi, dla wzrostu i dla zaniku.
Potem napisz half_life. Logarytm naturalny w Pythonie to math.log.

Plik startowy: code/labs/ch02/102_01_until.py
Test: code/labs/ch@2/test_102_01_until.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 102_01_until

2.4 Gdzie reguta stoi w miejscu

Teraz pytanie z poczatku rozdziatu. Stanem jest ilo$¢ leku we krwi zaraz po porannej
tabletce, w miligramach: x — 0,5x + 100, od xo = 100.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 2.5
Policz kilka pierwszych porankéw: 100, potem potowa tego plus 100 i tak dalej. Czy
ilos$¢ leku ro$nie tak dtugo, jak dtugo bierzesz tabletki?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Idzie 100, 150, 175, 187,5, 193,75 i dalej, zblizajac
sie¢ do 200, ale nigdy go nie osiggajac.

Dlaczego 2007 Bo reguta zostawia 200 bez zmian: potowa z 200 to 100, a tabletka od razu
doktada 100 z powrotem. Stan, ktérego reguta nie zmienia, to punkt staty, a znajdujesz
go, pytajac, ktére x spetnia

x = f(x).
Dla tabletek to x = 0,5 x + 100; odejmij 0,5 x od obu stron, a dostaniesz 0,5 x = 100, czyli
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x = 200. Dla kazdej reguly liniowej te same kroki daja

gdzie gwiazdka oznacza punkt staly. (Jesli a wynosi doktadnie 1, reguta tylko dodaje i
nigdzie nie stoi w miejscu.) Punkt staly reguly herbaty lezy w 2/0,1 = 20 stopniach: w
temperaturze pokoju.

code/ch@2/drug.py

KEPT = 0.5 # the fraction of yesterday's drug still in the blood
DOSE = 100.0 # milligrams in one tablet

tablets = linear(KEPT, DOSE)

steady = DOSE / (1.0 - KEPT) # the fixed point: solve x = 0.5x + 100

def main() -> None:
print("day in blood short of the fixed point")
for day, x in enumerate(orbit(tablets, DOSE, 8)):
print(f"{day:3d} {x:8.2f} {steady - x:8.2f}")

Listing 2.4: Jedna tabletka co rano i odlegtos¢ od punktu statego

day in blood short of the fixed point
0 100.00 100.00
1 150.00 50.00
2 175.00 25.00
3 187.50 12.50
4 193.75 6.25
5 196.88 3.12
6 198.44 1.56
7 199.22 0.78
8 199.61 0.39

Niedobdér w prawej kolumnie co rano maleje o polowe, bo organizm usuwa potowe
tego, co jest, a tabletka zawsze doktada tych samych 100. Po 7 dniach od 200 dzieli ci¢
mniej niz jeden miligram, a doktadnie tam nie dotrzesz nigdy. Ilo$¢ leku nie ro$nie w
nieskoniczono$¢; wyréwnuje si¢ w punkcie statym.

Gdzie to spotkasz

Farmakolodzy nazywaja ten punkt staly stanem stacjonarnym, a praktyczna reguta,
ktorej uczy si¢ lekarzy i farmaceutow, mowi, ze lek przyjmowany w regularnych
odstepach osigga go po czterech lub pigciu okresach péttrwania. To tabela powyzej:
po czterech okresach péttrwania niedobor zmalat o polowe cztery razy, co daje
poziom 93,8 procent stanu stacjonarnego, a po pigciu 96,9. Gdy lek jest potrzebny od
razu w pelnej sile, lekarz moze podac wieksza pierwsza dawke, dawke nasycajgcqg,
ktora zaczyna orbit¢ w punkcie stalym, a nie ponizej niego.
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2.5 Zosta¢ na miejscu albo uciec

Oto punkt staly innego charakteru. Masz 10 000 dtugu oprocentowanego na 1 procent
miesiecznie 1 sptacasz 100 miesi¢cznie, wigc co miesigc dtug przechodzi w 1,01 x — 100.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 2.6
Co dzieje si¢ z dlugiem przez lata? A co, jesli jeste$ winien 11 000, przy tym samym
oprocentowaniu i tej samej racie?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Przy 10000 nic, nigdy: odsetki wynosza doktadnie 100, a
twoje 100 je znosi. Przy 11 000 odsetki wynosza 110, twoje 100 ich nie
pokrywa i po dziesieciu latach jeste$§ winien 13 300.

Punktem statym tej reguly jest 10 000, ale reguta wcale ci¢ do niego nie przycigga. Zacznij
tysigc powyzej, a dlug ucieka w gore; zacznij tysigc ponizej, od 9000, a ucieka w dét, do
zera, sptacony po 232 miesigcach, czyli po mniej wigcej 19 latach.

Putapka

,»Punkt staly to miejsce, w ktéorym uklad w koncu si¢ znajdzie.” To miejsce, w
ktérym uktad pozostaje, jesli jest w nim doktadnie. Czy uktad w poblizu zbliza si¢ do
niego, czy si¢ oddala, to osobne pytanie, a punkt staly kredytu odpycha kazdy inny
stan dlugu. Punkt staty, ktéry przyciaga pobliskie stany, jest stabilny; taki, ktory je
odpycha, jest niestabilny. Znalezienie punktu stalego méwi ci, gdzie szukac; dopiero
jego stabilno$¢ mowi, czy cokolwiek tam bedzie.

Réznice robi jedna liczba. PrzeSledZ przez jeden krok odlegto$¢ migdzy stanem x a
punktem statym x*:

f(x)—x"=(ax+b)—(ax"+b)=a(x—x").

Pierwszy znak réwnosci korzysta z tego, Ze x* jest staly, wiec a x* + b réwna si¢ x*. Wyraz
b si¢ skraca, a to, co zostaje, mowi: kazdy krok mnozy odleglos$¢ przez a. Tabletki ja
potowia; kredyt powieksza ja o 1 procent miesiecznie; herbata, z a = 0,9, to powdd, dla
ktorego dwa kubki z rozdziatu 1 zblizaty sie do siebie co minute o jedna dziesiata.

Liczy si¢ wielkos$¢ a, zapisywana |a|, ktéra pomija znak: |-0,5] = 0,5. Ponizej 1
odlegtos¢ maleje i1 punkt staty jest stabilny; powyzej 1 rosnie i punkt staly jest niestabilny.
Znak moéwi tylko, czy odlegtos$¢ zostaje po tej samej stronie, czy przeskakuje na druga.

Ujemne a czute$ pod hotelowym prysznicem. Chcesz 38 stopni, woda ma 30, a
ty przesadzasz: kazdy obrét kurka zmienia temperature o péttora raza tyle, ile wynosi
blad, w przeciwng stron¢. Reguta to x — x — 1,5(x — 38), czyli x — —-0,5x + 57. Z 30
przechodzisz do 42, 36, 39, 37,5: za goraco, za zimno, za goraco, a kazde pudto jest o
potowe mniejsze od poprzedniego. Szarpnij kurkiem o dwa i pét raza tyle, ile wynosi
btad, a a = —1,5: 30, 50, 20, 65, za kazdym razem gorze;j.
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mnoznik a pchniecie od x* orbita

powyzej 1 ros$nie ucieka, po jednej stronie

miedzy Oal  maleje zbliza sig, z jednej strony

miedzy —1 a0 maleje, zmieniajac strone ustala si¢, przeskakujac

ponizej —1 rosnie, zmieniajac strong ucieka, w coraz szerszych waha-
niach

Laboratorium 2.2 — Gdzie si¢ zatrzyma i czy tam zostanie?

Dlareguly x — a x+b napisz fixed_point; is_stable, ktora rozstrzyga, czy pchniecie
od punktu statego maleje (sprobuj: zacznij troche obok, zréb jeden krok, poréwnaj
odlegtosci); oraz steps_to_settle.

Plik startowy: code/labs/ch02/102_02_fixed.py
Test: code/labs/ch@2/test_102_02_fixed.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 102_02_fixed

2.6 Nachylenie: ile razy mnozy si¢ pchni¢cie

Mnoznik a ma druga nazwe, ktérej uzywa reszta ksigzki. Narysuj regule tabletek jako
wykres, z obecnym stanem na osi poziomej i nast¢pnym na pionowej: to prosta y =
0,5 x + 100. Przesun si¢ wzdtuz osi poziomej ze 150 do 151, o jedna jednostke, a prosta
wzniesie si€ ze 175 do 175,5, o pét jednostki. Nachylenie wykresu w punkcie to wlasnie
to: o ile przesuwa si¢ wynik na kazda jednostke przesunig¢cia wejScia. Prosta ma
wszedzie to samo nachylenie, a dla x — a x + b to nachylenie wynosi a. Zatem odkrycie
z poprzedniego podrozdziatu, w stowach, ktérych uzywa reszta ksigzki, brzmi: maty bigd
Jjest na kazdym kroku mnozony przez nachylenie.

Krzywa tez ma nachylenie, ale zmienia si¢ ono od punktu do punktu, tak jak zbocze
jest w jednym miejscu strome, a w innym prawie plaskie. Mierzysz je w punkcie, pchajac:
przesuni wejscie o malerikg wielkoS¢ & w obie strony od x, zobacz, o ile przesunat si¢
wynik, i podziel,
fx+h) - fx—h)

2h ’
gdzie ~ znaczy ,,prawie réwne”. W funkcji slope z chaoslab pchnigcie /4 to jedna
milionowa: przyrost w gore podzielony przez przyrost w bok, na odcinku zbyt krétkim,
by krzywa zdazyla si¢ wygiac.

nachylenie w x =

code/ch@2/slope.py

tablets = linear(0.5, 100.0) # a straight line

def square(x: float) -> float:
"""A curved rule: x times itself."""
return x * x

def main() -> None:
for x in (0.0, 150.0, 400.0):
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print(f"line at x = {x:5.1f}: slope {slope(tablets, x):.4f}")
for x in (0.5, 1.5, 3.0):
print(f"square at x = {x:5.1f}: slope {slope(square, x):.4f}")

Listing 2.5: Nachylenie zmierzone pchnigciem, na prostej i na krzywej

line at x = 0.0: slope 0.5000
line at x = 150.0: slope 0.5000
line at x = 400.0: slope 0.5000
square at x = 0.5: slope 1.0000
square at x = 1.5: slope 3.0000
square at x = 3.0: slope 6.0000

Nachylenie prostej wynosi 0,5, gdziekolwiek je zmierzysz; krzywa reguta x — x X x jest
tym bardziej stroma, im dalej w prawo.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 2.7
Reguta kwadratu ma nachylenie 3 w punkcie 1,5. Chciates podac jej 1,5, a podates
1,501, z btedem 0,001. O ile mniej wigcej pomyli si¢ wynik?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. O mniej wiecej 0,003: btad mnozy sie przez nachylenie.
Doktadnie: 1,501 x 1,501 — 2,25 = 0,003001.

To fakt, ktdry stoi za kazdg odleglosScig w tym rozdziale, teraz na krzywej: btad mnozy si¢
przez nachylenie w miejscu, w ktérym akurat jest. Na prostej ten czynnik si¢ nie zmienia i
dlatego ten rozdziat moze wszystko przewidzie¢. W regule kwadratu si¢ zmienia: mi¢dzy
0 a 0,5 nachylenie jest mniejsze niz 1 i bledy maleja, powyzej 0,5 jest wieksze niz 1 i rosng.
Oto wigc pytanie, na ktdre ten rozdziat nie odpowie. Co robi orbita, jesli jej reguta jest
krzywa, tak ze orbita wciaz przechodzi z miejsc, ktére zmniejszaja btedy, do miejsc, ktore
je rozciagaja? Rozdziat 3 wygina prosta, a rozdziat 5 §ledzi orbite, ktéra robi doktadnie to.

2.7 Zobaczyc¢ to: diagram pajeczynowy

Iteracje mozna oglada¢ na wykresie samej reguly, z otéwkiem i bez rachunkéw. Narysuj
prosta reguly i przekatng y = x, ktérej wysokoS¢ zawsze rowna si¢ polozeniu na osi
poziomej. Potem:

1. Od x( na osi poziomej idZ w gére lub w dét do prostej. Wysokos$¢, na ktéra dojdziesz,
to x;.

2. 1dz poziomo do przekatnej, gdzie wysokosS¢ rowna si¢ potozeniu: stoisz teraz nad
x1, gotowym do uzycia jako nastepne wejscie.

3. W gére lub w dét do prostej daje x; w bok do przekatnej i tak dale;.
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Narozniki tej Sciezki to narysowana orbita. Funkcja cobweb z chaoslab je wypisuje; dla
tabletek, zaczynajac od pustego krwiobiegu:

code/ch@2/cobweb_steps.py

tablets = linear(@.5, 100.0)
corners = cobweb(tablets, 0.0, 3)
print(f"start ({corners[0][0]1:5.1f}, {corners[@][1]1:5.1f})")
for k, (x, y) in enumerate(corners[1:]):
move = "to the line" if k % 2 == @ else "to the diagonal"
print(f"{move:15} ({x:5.1f}, {y:5.1f})")

Listing 2.6: Narozniki pajeczyny dla tabletek

start ( 0.0, 0.0)
to the line ( 0.9, 100.0)
to the diagonal (100.0, 100.0)
to the line (100.0, 150.0)
to the diagonal (150.0, 150.0)
to the line (150.0, 175.0)
to the diagonal (175.0, 175.0)

Narozniki na przekatnej niosg orbite, kazda liczbe dwa razy: 0, 100, 150, 175. Sciezka
moze si¢ zatrzymac tylko tam, gdzie prosta przecina przekatng, botamx = f(x): przeciecie
to punkt staly, ktéry widac.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 2.8

Prosta kredytu, y = 1,01 x — 100, jest bardziej stroma niz przekatna. Czy Sciezka,
ktéra zaczyna troche z boku przeciecia, wspina si¢ ku przecigciu, czy si¢ od niego
oddala?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Oddala si¢. Kazdy krok mnozy odlegto$¢ od przecigcia
przez 1,01, wigc Sciezka laduje za kazdym razem troche dalej, po tej
stronie, po ktdrej zaczela.

Gdy nachylenie jest ujemne, Sciezka owija si¢ wokot przeciecia i to od tej pajeczyny
diagram wziat nazwe. Trzy panele to narysowana tabela z podrozdziatu 2.5.

Masz wiec co§ rzadkiego w tej ksiazce: pelna zdolnoS¢ przewidywania. Majac
X — ax + b i punkt startu, mozesz bez robienia choéby jednego kroku powiedziec, co
regula bedzie robi¢ zawsze — ustali sie¢ w b/(1 — a), jesli |a| < 1, ucieknie, jesli |a| > 1,
bedzie si¢ waha¢ naprzemiennie, jesli a jest ujemne — i jak diugo to potrwa. Te pewnos¢
odbiera reszta ksigzki: wygnij prosta, a reguta dlugosci jedne;j linijki potrafi robi¢ rzeczy,
ktorych nie przewidzi zaden wzor z tego rozdziatu.
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nachylenie 0,5 nachylenie —0,5 nachylenie 1,5
schodki do $rodka pajeczyna do Srodka schodki na zewnatrz

300 A 300 7 300

250 250 250

200 200 A 200 A

T 150 ~ 150 A 150 A
=

100 1 100 100

50 A 50 4 50 4

0 T T 1 0 T T 1 0 T T 1
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
Xn Xn n

Rysunek 2.4: Pajeczyny na trzech prostych, ktore przecinajg przekatng w 200. Nachylenie o
wielkoSci mniejszej niz jeden wciaga Sciezke do przeciecia — jako schodki, gdy nachylenie
jest dodatnie, jako pajeczyne, gdy ujemne — a nachylenie wigksze niz jeden ja wypycha.

Podsumowanie

* Regula nast¢pnego kroku zamienia obecny stan w nastepny, x,+1 = f(x,).
Powtarzanie jej to iteracja; lista stanow to orbita.

* OszczednoSci, stygniecie i dawkowanie lekéw podlegaja regule liniowej,
X — ax + b: ros$nie bez ograniczeni, zanika do zera albo si¢ ustala; ujemne a
sprawia, ze oscyluje naprzemiennie.

* Wzrost wykladniczy jest proporcjonalny, niekoniecznie szybki. Logarytm
mowi, ile krokéw zajmuje zmiana o czynnik 7, Inr7/In a: stad czas podwojenia
i okres péttrwania.

* Punkt staly to stan, ktérego reguta nie zmienia: rozwigz x = f(x), co dla
reguly liniowej daje /(1 — a).

» Kazdy krok mnozy odlegtos$¢ od punktu statego przez a: punkt jest stabilny,
gdy |a| < 1, a niestabilny, gdy |a| > 1, i w niestabilnym nic nie koriczy.

* Nachylenie, czyli o ile przesuwa si¢ wynik na jednostke przesunigcia wejscia,
to czynnik, przez ktéry maty bfad mnozy si¢ w jednym kroku. Nachylenie
krzywej zmienia si¢ od punktu do punktu.

» Diagram paje¢czynowy rysuje orbite na wykresie reguty; na prostej zbliza si¢
do przecigcia z przekatna, gdy nachylenie ma wielko$¢ mniejsza niz jeden.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wré¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.
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zapisac regule nastepnego kroku w notacji tej ksigzki 1 wyznaczyc jej ]2 ]3] J4[ 15[ ]
orbite, recznie i w Pythonie

rozpoznaé regute liniowa, ktora stoi za oszczednoS$ciami, lekami i LJ20 3] 140 15[ ]
stygnigciem, i odczytaé jej zachowanie na dtuzszg mete z jednej liczby

odpowiedziec logarytmem na pytanie ,,ile krokdw, zanim. . .” L2 ]300 14 15[ ]
znaleZ¢ stan, w ktorym reguta stoi w miejscu, i rozstrzygnac, czy zostaje 1] [2[ [3[ [4[ |5] |
w nim po lekkim pchnigciu

zmierzy¢ nachylenie reguty w punkcie i odczyta¢ diagram pajeczynowy 1] |2[ [3[ [4[ |5 |

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzajg to, czego

rozdziat uczyl, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1. Dlareguty x +— 3x — 2 1 startu xo = 2 ile wynoszg x1, x2 1 x3?

2. Herbata traci co minut¢ jedng piata réznicy do pokoju o temperaturze 20 stopni.

Zapisz jej regule w postaci x — ax + b.

3. Miasto ro$nie o 3 procent rocznie. Oszacuj czas podwojenia regutg 70, a potem

powiedz, co daje liczenie petnych lat.

4. Znajdz punkt staly reguty x — 0,8 x + 4. Czy jest stabilny?

5. Reguta x — 3x — 2 ma punkt staly w 1. Czy jest stabilny? Co pokazuje pierwsze

pytanie?

6. Reguta prysznica x — —0,5 x + 57 ma nachylenie —0,5. Jest ci o 2 stopnie za zimno.

Gdzie jeste$ po jednym obrocie kurka?



ROZDZIAL 3

Sprzezenie zwrotne: dlaczego nic nie
rosnie wiecznie

W cieptej szalce z mndstwem pozywienia bakteria E. coli dzieli si¢ na dwie mniej wigcej
co dwadzieScia minut. Zacznij od jednej; kazda nowa komorka robi to samo, a potem
kazda z jej potomnych. Gdyby nic nie staneto na przeszkodzie, po jakim czasie kolonia
wazylaby wiecej niz Ziemia?

Nic takiego si¢ nie dzieje, a ten rozdzial mowi, dlaczego. Co$ zawsze stawia opOr:
koriczy si¢ pozywienie, zapelnia si¢ przestrzen, gromadza si¢ odpady. Gdy wielkos¢
czego$ zmienia tempo, w jakim to roSnie, mamy do czynienia ze sprz¢zeniem zwrotnym,
a sprzezenie zwrotne wygina proste reguly z rozdzialu 2 w krzywe. Krzywa trudniej
przewidzie¢ niz prosta, a reszta tej ksigzki opowiada o tym, o ile trudnie;j. Tutaj spotkasz
pierwsza niespodzianke: populacja, ktérej koriczy si¢ miejsce, nie zawsze tagodnie si¢
zatrzymuje.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdziatu bedziesz umiec:

* odrozni¢ dodatnie sprzezenie zwrotne od ujemnego w uktadzie opisanym stowami

» zamieni¢ zdanie ,,wzrost zwalnia, gdy brakuje miejsca” w regute i jag uruchomié

 sprawdzi¢, czy skutki dwoch pchniec¢ danej reguty si¢ sumujg

* znaleZ¢ punkty state reguty krzywoliniowej i oceni¢ kazdy z nich po zmierzonym
nachyleniu

» przewidzie¢ na podstawie tego nachylenia, co zrobi populacja w poblizu swojego
poziomu ustalonego

3.1 Podwajanie i dlaczego nie moze trwa¢é

Rozdzial 2 nazwat wyktadniczym wzrost, ktory na kazdym kroku mnozy przez t¢ samag
liczbe, 1 policzyl logarytmem, ile krokéw trwa podwojenie. Bakteria to wlasnie taki
wzrost, z mnoznikiem dwa co dwadzieScia minut.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 3.1
Mniej wiecej po jakim czasie jej kolonia bedzie wazy¢ wigcej niz Ziemia: po stu
latach, po roku, po miesiacu czy po dwoch dniach?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

26
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Odpowiedz. Po niecalych dwoch dniach: po 133 podwojeniach, czyli po
44,3 godziny. Jedna komoérka wazy okoto jednej bilionowej grama.

Wigkszo$¢ ludzi zgaduje rok albo diuzej. Logarytm z rozdziatu 2 podatby te liczbe; listing
zamiast tego liczy na liczbach catkowitych, a wiersz cells = 2 * cells to cala reguta
wzrostu.

code/ch@3/doubling.py

CELL = 1e-12 # grams: one E. coli bacterium weighs about a picogram
EARTH = 5.97e27 # grams: the mass of the Earth
MINUTES = 20 # one doubling, in a warm dish with food to spare

def doublings_to_outweigh(target: float) -> int:
"""How many doublings until a colony grown from a single cell weighs
more than ~target™ grams."""
cells, n=1, 0
while cells * CELL <= target:
cells = 2 % cells
n=n+1
return n

Listing 3.1: Liczenie podwojen, az kolonia przewazy Ziemi¢

Reszta programu wypisuje stan kolonii co osiem godzin:

hours cells grams
0 1.0e+00 1.0e-12
8 1.7e+07 1.7e-05
16 2.8e+14 2.8e+02
24 4.7e+21 4.7e+09
32 7.9e+28 7.9e+16

40 1.3e+36 1.3et+24
heavier than the Earth after 133 doublings, 44.3 hours

W skrécie, ktérym Python zapisuje bardzo duze i bardzo mate liczby, 4.7e+09 to 4,7 z
przecinkiem przesuni¢tym o dziewie¢ miejsc w prawo (Python stawia kropke tam, gdzie
po polsku piszemy przecinek), a 1.0e-12 to przecinek przesuniety o dwanascie miejsc w
lewo. Po jednej dobie kolonia wazytaby okoto 4700 ton; niecata dobg pdZniej wigcej niz
planeta. Podwajanie myli oko, bo kazdy krok dodaje wigcej niz wszystkie wczesniejsze
razem: pol6z jedno ziarnko ryzu na pierwszym polu szachownicy, dwa na drugim i cztery
na trzecim, a ostatnie pole zmieSci wigcej niz pozostate sze$¢dziesiat trzy razem.

Nic nie ro$nie tak dtugo. W kolbie z bulionem bakterie zatrzymuja si¢ na kilku
miliardach komérek w kazdym mililitrze, gdy koriczy si¢ pozywienie i zbieraja si¢ odpady.
Wzrost, ktéry czymsS si¢ zywi, natrafia na granice¢ tego czegos.

3.2 Sprze¢zenie zwrotne

Spdjrz jeszcze raz na regute podwajania. Im wigcej jest bakterii, tym wiecej podzialéw
zachodzi w ciggu nastepnych dwudziestu minut: wielkoS¢ kolonii ustala jej wlasne tempo
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wzrostu. Gdy wielko$¢ czego$ zmienia jego wlasne tempo zmian, mowimy o sprzeZeniu
zwrotnym: skutek wraca i dziata na to, co go wywotato.

Sprzgzenie zwrotne bywa dwojakie. Dodatnie sprzezenie zwrotne pcha dalej w
kierunku, w ktérym sprawy juz zmierzajg. Zbliz mikrofon do gtos$nika, do ktdérego jest
podtaczony, a cichy dzwiek zacznie krazy¢ w petli, za kazdym razem glosniejszy, az
wycie osiagnie najwicksza gtosnos¢, na jaka sta¢ wzmacniacz. Ujemne sprzezenie zwrotne
stawia opor. Termostat wytacza ogrzewanie, gdy w pokoju jest za ciepto, i wiacza je, gdy
jest za zimno. Zattoczenie to takze ujemne sprzezenie zwrotne: im wigcej zwierzat, tym
mniej pozywienia dla kazdego i tym mniej mfodych w nastgpnym pokoleniu. Drapiezniki
1 ofiary tworza podwdjna petle: wiecej krolikow wykarmi wigcej lisow, wiecej lisow zje
wigcej krolikow, a mniej krolikéw zaglodzi lisy.

MNIEJ POKARMU

dla kazdego z nich
WIECEJ ZWIERZAT MNIEJ MEODYCH

wiecej gtodnych pyskow w nastepnym pokoleniu

Rysunek 3.1: Zatloczenie jako ujemne sprzg¢zenie zwrotne. Im wigcej jest zwierzat, tym
mniej mtodych zostawia kazde z nich, wiec petla Scigga populacje z powrotem.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 3.2

Plotka glosi, ze bank moze upasé, i cze¢$¢ klientéw wyplaca pienigdze. Czy to popycha
bank ku upadkowi, czy od niego oddala — a wigc czy to sprzgzenie zwrotne dodatnie,
czy ujemne?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Dodatnie. Kazda wyptata ostabia bank, a to sprawia, ze
nastepny klient chetniej tez wyptaci pienigdze. Run na bank sam si¢
napedza.

Run na bank Northern Rock we wrze$niu 2007 roku, pierwszy na brytyjski bank od ponad
stu lat, skoniczyt si¢ dopiero wtedy, gdy rzad zagwarantowal depozyty: ujemne sprzezenie
zwrotne, dodane z zewnatrz. Dodatnie sprz¢zenie konczy si¢ wlasnie tak albo na jakiej$
granicy, a od granicy zaczyna si¢ ciekawa matematyka.

3.3 Wzrost zwalnia, gdy brakuje miejsca

Oto najprostszy sposob, by wpisac zattoczenie w regute. Mierz populacje nie w zwierzetach,
lecz jako utamek tego, ile to miejsce mogloby kiedykolwiek pomiesci¢. Nazwij go x:
x = 0 to miejsce puste, a x = 1 to takie, w ktérym zajety jest kazdy okruch pozywienia i
przestrzeni. Wtedy 1 — x to cz¢$¢ miejsca, ktdra jest jeszcze wolna.

Gdy miejsca jest pod dostatkiem, przyjmij, ze kazde zwierze zostawia r miodych,
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ktore dozyja rozrodu, wiec nastepne pokolenie jest r razy liczniejsze od obecnego: x — rx.
Dla r = 2 to reguta podwajania. Teraz niech zatloczenie jg spowolni: pomnéz przez czes¢
miejsca, ktora jest jeszcze wolna:

x > rx(1—x).

Stowami: nast¢pne pokolenie to tyle, ile obecne wydatoby na §wiat, majac miejsca pod
dostatkiem, pomniejszone w proporcji do miejsca, ktére zostalo. Dopdki x jest malerikie,
1 — x jest bliskie 1 i reguta jest prawie reguta podwajania. Gdy x ros$nie, roSnie z nim
hamulec, a przy x = 1 naste¢pnego pokolenia nie ma wcale. Belgijski matematyk Pierre-
Francois Verhulst zaproponowal prawo wzrostu, ktére zwalnia w ten sposéb, w 1838 roku;
powyzsza regula to jego pomyst rozpisany na kolejne pokolenia.

code/ch@3/crowding.py

def next_gen(x: float, r:
"""The next generation, as a fraction of the room: r * x is what the
population would breed with room to spare, and (1 - x) is the share
of the room still free.

float) -> float:

return r * x * (1 - x)

Listing 3.2: Regula zatloczenia, pokolenie po pokoleniu

Uruchom ja obok zwyktego podwajania, obie od jednej tysiecznej miejsca, przy r = 2:
code/ch@3/crowding.py

r=2.0

free = crowded = 0.001

print("gen doubling crowded")

for gen in range(15):
print(f"{gen:3d} {free:8.4f} {crowded:7.4f}")
free = r * free
crowded = next_gen(crowded, r)

Listing 3.3: Podwajanie oraz podwajanie, gdy brakuje miejsca

gen doubling crowded

0 0.0010 0.0010
1 0.0020 0.0020
2 0.0040  0.0040
3 0.0080 0.0079
4 0.0160 0.0158
5 0.0320 0.0310
6 0.0640 0.0601
7 0.1280 0.1130
8 0.2560  0.2005
9 0.5120 0.3206
10 1.0240  0.4356
11 2.0480  0.4917
12 4.0960  0.4999
13 8.1920 0.5000
14 16.3840 0.5000
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Przez szes¢ pokolent kolumn prawie nie da si¢ odr6zni¢; miejsce zapelnione w kilku pro-
centach nie wydaje si¢ zattoczone. Potem si¢ rozchodza. Kolumna podwajania przekracza
cate miejsce w pokoleniu 10, co jest niemozliwe, i ro$nie dalej, jakby nigdy nic. Kolumna
zatloczenia zwalnia, ustala si¢ na 0,5 i tam zostaje.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 3.3

Przyjrzyj si¢ kolumnie zatloczenia. W ktdrych pokoleniach populacja przybiera
najwiccej: gdy jest mata, gdy jest mniej wiecej w pofowie drogi do miejsca, w ktérym
sie zatrzyma, czy gdy jest juz prawie u celu?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Mniej wiecej w potowie drogi. Najwiekszy skok jest z
pokolenia 8 do pokolenia 9: populacja przybiera wtedy 0,12 miejsca 1
mija 0,25, potowe poziomu 0,5, na ktérym si¢ ustala.

Mata populacja ma niewiele zwierzat, ktoére moglyby si¢ rozmnazac; prawie petna nie
ma miejsca, zeby si¢ rozmnazaé. Sprawdzenie kazdego poziomu od 0 do 1 co jedng
stutysieczng potwierdza, ze przyrost w jednym pokoleniu jest najwickszy doktadnie w
pofowie poziomu ustalonego. Na wykresie kolumna zattoczenia ukfada si¢ w krzywa w
ksztalcie litery S, krzywa wzrostu, ktory natrafia na granice.

1,2 9
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Rysunek 3.2: Podwajanie oraz podwajanie, gdy brakuje miejsca, oba od jednej tysigcznej
miejsca. Zgadzaja si¢, dopoki miejsce jest prawie puste; potem jedno ucieka poza wykres,
a drugie wygina si¢ w S.

Gdzie to spotkasz

Nauka o rybotéwstwie uzywa krzywych wzrostu tego ksztattu od potowy XX wieku.
Przetowiona populacja ryb odbudowuje si¢ najszybciej, gdy ma mniej wiecej potowe
liczebnoSci sprzed potowdéw, wigc najwiekszy potéw, jaki mozna braé rok po roku bez
uszczuplania populacji, maksymalny podtrzymywalny potow, to ten, ktéry utrzymuje
ja blisko tej potowy. Ta idea jest zapisana w Konwencji Narodéw Zjednoczonych
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o prawie morza z 1982 roku. To wciagz tylko model, a prawdziwe populacje ryb
upadaty przy limitach, ktére na papierze wygladaty bezpiecznie.

3.4 Dwa pchniecia, ktore si¢ nie sumujg

Kazda regula z rozdziatu 2 byta prostg: narysuj nastepng warto$¢ w zaleznoSci od obecnej,
a dostaniesz lini¢ prosta. Reguty prostoliniowe maja wtasnos¢ tak naturalna, ze pewnie
przypisujesz ja kazdej regule: skutki pchnigé¢ si¢ sumujg. WeZ regute podwajania i
populacje 0,2. Dorzu¢ dodatkowe 0,1, a nastepne pokolenie wzrosnie o 0,2; dorzu¢ 0,2, a
wzrosnie o 0,4. Dwa pchnigcia naraz robig to, co kazde z osobna, zsumowane. Nazywa
sie to superpozycjq i to ona sprawia, ze reguly prostoliniowe sg fatwe: problem mozna
roztozy¢ na cze¢sci, rozwigzaé kazda osobno i doda¢ odpowiedzi.

Teraz regula zatloczenia, z r = 2 i t3 sama populacja 0,2. Bez pchni¢cia nastepne
pokolenie to 2 x 0,2 x 0,8 = 0,32. Dorzu¢ 0,1, a bedzie to 2 X 0,3 x 0,7 = 0,42: pchni¢cie
podniosto je 0 0,1.

Zatrzymaj sie i pomysl 3.4

Teraz dorzu¢ 0,2, dwa takie pchnigcia naraz. O ile wzro$nie nastepne pokolenie?
Najpierw zgadnij, potem policz 2 X 0,4 X 0,6.

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. O 0,16, nie o 0,2: nastepne pokolenie to 0,48. Drugie
pchniecie byto warte tylko 0,06, bo trafito na bardziej zattoczone
miejsce niz pierwsze.

Wyzej robi si¢ jeszcze dziwniej. Przy populacji 0,6 nastgpne pokolenie to 2 X 0,6 X 0,4 =
0,48; dorzuc 0,1, a bedzie to 2 X 0,7 x 0,3 = 0,42. Dodanie zwierzat sprawia teraz, ze
nastepne pokolenie jest mniejsze. To samo pchni¢cie pomaga na dole i szkodzi na gorze:
skutek zmiany zalezy od tego, gdzie juz jesteS. To wlasnie znaczy, Ze regula jest nieliniowa,
1 to wladnie sprzezenie zwrotne robi z regula.

Putapka

»wokutek dwoch pchnigé to suma ich skutkéw.” Tylko dla reguly prostoliniowe;j.
Na krzywej skutek pchniecia zalezy od tego, gdzie uktad juz si¢ znajduje, 1 od
wszystkiego, co jeszcze go pcha, wiec dwie przyczyny, z ktérych kazda robi niewiele,
moga razem zrobi¢ znacznie wigcej, znacznie mniej albo co§ przeciwnego. Kazda
regula ze sprze¢zeniem zwrotnym jest krzywa.

3.5 Gdzie populacja si¢ ustala, i nachylenie

Populacja w zatloczeniu ustalita si¢ na 0,5. Dlaczego wtasnie tam? Populacja stoi w
miejscu, gdy nastepne pokolenie jest tej samej wielkoSci co obecne. Jednym takim
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poziomem jest puste miejsce: z niczego nic si¢ nie urodzi. Drugim jest poziom, na ktérym
kazde zwierze zostawia Srednio doktadnie jedno mtode na swoje miejsce. Gdy wolna jest
czes$¢ 1 — x miejsca, kazde zwierze zostawia r(1 — x) mtodych, a to jest jeden, gdy 1 —x

wynosi 1/r, czyli przy
1
x=1--.
r

Dlar =2to 1 - % = %, tam, gdzie ustalifa si¢ kolumna. Poziom, ktérego reguta nie
zmienia, to punkt staty, jak w rozdziale 2.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 3.5
Gdzie ustali si¢ populacja przy r = 1,57

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

L . . - . : 2 _ 1
Odpowied7. Na jednej trzeciej: 1/1,5 to dwie trzecie,a 1 — § = 3.

Punkt staty to tylko potowa odpowiedzi; druga potowa to pytanie, czy populacja w jego
poblizu jest do niego przyciggana, czy od niego odpychana. Rozdziat 2 odpowiedziat na
nie dla prostej: szturchni¢cie od punktu statego jest na kazdym kroku mnozone przez
nachylenie reguty, a punkt staly trzyma, gdy nachylenie co do wielkos$ci jest mniejsze od
jednosci. Stwierdzit tez, ze nachylenie krzywej zmienia si¢ od miejsca do miejsca. To
nie psuje sprawdzianu, bo doS¢ mate szturchnigcie czuje tylko ten kawatek krzywej, na
ktérym jest: przybliz ja, a w poblizu dowolnego punktu wyglada jak prosta.

cata reguta dziesigc¢ razy blizej sto razy blizej
. 0,36 0,336
04 s
2 '
=)
= i
e y 0,34 0,334
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Rysunek 3.3: Reguta zattoczenia przy r = 1,5, przyblizona wokét punktu statego w jedne;j
trzeciej. Z bliska krzywej nie da si¢ odrézni¢ od prostej, a stromoS¢ tej prostej rozstrzyga,
co stanie si¢ z matym szturchnieciem.

Zmierz wi¢c nachylenie w kazdym punkcie stalym, szturchajac, funkcja slope z chaoslab,
tak jak w rozdziale 2:
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code/ch@3/settle.py

def slope_at(x: float, r: float) -> float:
"""The slope of the crowding rule at x, measured by nudging.
return slope(lambda y: next_gen(y, r), x)

def main() -> None:
for r in (1.5, 2.0):
for x in (0.0, 1 -1/ r):
print(f"r = {r}: at x = {x:.4f} the slope is"
" {slope_at(x, r):6.3f}")

Listing 3.4: Nachylenie reguty zattoczenia w obu punktach statych, dla dwoch wartoSci
tempa wzrostu

r=1.5: at x = 0.0000 the slope is 1.500
r=1.5: at x = 0.3333 the slope is 0.500
r=2.0: at x = 0.0000 the slope is 2.000
r=2.0: at x = 0.5000 the slope is 0.000

W punkcie statym réwnym jedne;j trzeciej nachylenie wynosi 0,500: mate szturchnigcie co
pokolenie maleje o potowe, wigc populacja jest przyciggana z powrotem, a punkt staly jest
stabilny. W pustym miejscu nachylenie wynosi 1,500: kilka zwierzat w pustym miejscu
si¢ mnozy, czyli rosnie, i ten punkt staly jest niestabilny. Przy r = 2 nachylenie w jednej
drugiej wynosi 0,000. Ten punkt staly lezy na ptaskim szczycie garbu, gdzie szturchnigcie
znika prawie catkowicie w jednym pokoleniu, i dlatego kolumna zattoczenia tak szybko
wskoczyta na 0,5.

Na tej idei opiera si¢ reszta ksigzki: w punkcie stalym krzywej nachylenie robi to,
co dla prostej robil mnoznik, i rozstrzyga, czy mate szturchnigcie wygasnie, czy urosnie.

Czego tu nie dowodzimy

Przyjete tu na wiare: ze nachylenie rozstrzyga dla krzywej to, co mnoznik rozstrzygat
dla proste;j. Jest tak dla szturchni¢¢ tak malych, ze krzywa wyglada na prosta, co
przyblizenie pokazuje, ale czego nie dowodzi; dowdd jest w kazdym pierwszym
kursie uktadéw dynamicznych. Pomiar szacuje to, co rachunek rézniczkowy nazywa
pochodng, 1 tutaj jest doktadny co do kazdej wydrukowanej cyfry.

chaoslab

chaoslab ma regule zattoczenia jako logistic: podaj jej r, a zwroci regule gotowa dla
slope 1 orbit. Ta nazwa pochodzi z rozdziatu 5, w ktérym zaczynaja si¢ dziwniejsze
zwyczaje tej reguly.
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Laboratorium 3.1 — Odczytaj los punktu stalego z nachylenia

Napisz fixed_points, ktére podaje oba punkty state reguty zattoczenia; level_slope,
ktére mierzy nachylenie w poziomie ustalonym; oraz verdict, ktére z tego nachylenia
odczytuje, czy populacja szturchnigta z poziomu podpetza z powrotem, wraca wahajac
si¢, czy zostaje odepchnieta. Testy uruchamiajg regute na dwa tysigce pokolen 1
sprawdzajg twoj werdykt z tym, co si¢ dzieje.

Plik startowy: code/labs/ch03/103_01_verdict.py
Test: code/labs/ch@3/test_103_01_verdict.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 103_01_verdict

3.6 Przestrzelenie

Podkre¢ tempo wzrostu do » = 2,8. Poziom ustalony to 1 — 1/2,8, okoto 0,643.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 3.6
Zacznij od matej populacji, jak wcze$niej. Czy podpetznie do 0,643 i si¢ zatrzyma,
tak jak populacje przy r = 1,51r = 2?7

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Wznosi si¢ ponad ten poziom, do 0,690 w pokoleniu 5,
spada ponizej, do 0,599, 1 waha si¢ w t¢ 1 z powrotem, a kazde
wahniecie jest mniejsze od poprzedniego, zanim si¢ ustali.

Putapka

»Granica wzrostu oznacza, ze wzrost fagodnie si¢ zatrzymuje.”” Moze tak by¢ i przy

fagodnym tempie wzrostu tak jest. Przy silnym populacja przestrzeliwuje poziom,
ktory otoczenie jest w stanie utrzymac, zapada si¢ ponizej niego i oscyluje. Granica
wcigz istnieje, ale dochodzenie do niej to seria wahan, a po dalszym podkreceniu
wahania wcale nie muszg wygasac.

Nachylenie méwi dlaczego. W poziomie ustalonym przy r = 2,8 wynosi ono —0,800. Co
do wielkosci jest mniejsze od jednoSci, wigc szturchnigcie maleje i poziom jest stabilny.
Ale jest ujemne, a rozdzial 2 pokazat na prostej, co robi ujemny mnoznik: populacja troche
powyzej poziomu zostaje postana troche ponizej niego, potem zndéw troche powyze;.
Ustalanie si¢ przez coraz mniejsze wahania nazywa si¢ oscylacjq ttumiong.
Przestrzelenie bierze si¢ z op6Znienia. Reguta wylicza zmian¢ na cate pokolenie z
tego, jak zattoczone jest miejsce teraz, i patrzy znowu dopiero pokolenie pézniej. Przy
0,44, ponizej swojego poziomu, populacja widzi mnéstwo miejsca i wydaje na Swiat
liczne nastepne pokolenie; zanim te mtode si¢ pojawia, miejsca juz nie ma, a populacja
jest ponad poziomem. Hotelowy prysznic z rozdziatu 2 przestrzeliwat z tego samego
powodu: woda, ktéra czujesz, wyplyneta z kurka kilka sekund temu, wiec przekrecasz
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kurek dalej, niz trzeba — a potem ci¢ parzy.

Zeby sprawdzi¢ to wyjasnienie, usui opéZnienie. Zachowaj to samo prawo zmiany, ale
niech populacja sprawdza swoje zatloczenie dziesi¢C razy na pokolenie: podziel zmiane
w kazdym pokoleniu na dziesi¢€ rat, kazda wyliczang z populacji takiej, jaka jest po
poprzedniej racie.

code/ch@3/overshoot.py

def in_instalments(x: float, r: float, k: int = 10) -> float:
"""One generation of the crowding rule, paid in k instalments, each
worked out from the population as it stands after the one before."""
for _ in range(k):
x = x + (next_gen(x, r) - x) / k
return x

Listing 3.5: To samo prawo zmiany, sptacane w dziesi¢ciu ratach

code/ch@3/overshoot.py

once = paid = 0.01
print(f"r = {r}, settled level {1 - 1 / r:.4f}")
print("gen once in ten")
for gen in range(generations.stop):
if gen in generations:
print(f"{gen:3d} {once:.4f} {paid:.4f3}")
once = next_gen(once, r)
paid = in_instalments(paid, r)

Listing 3.6: Raz na pokolenie wobec dziesi¢ciu razy na pokolenie

r =2.8, settled level 0.6429

gen once in ten
0 0.0100 0.0100
1 0.0277 0.0496
2 0.0755 0.2018
3 0.1954 0.4732
4 0.4401 0.6110
5 0.6900 0.6382
6 0.5990 0.6422
7 0.6726 0.6428
8 0.6166 0.6428
9 0.6619 0.6429
10 0.6266 0.6429
11 0.6551 0.6429
12 0.6326 0.6429
13 0.6508 0.6429
14 0.6364 0.6429

Obie zmierzajg do tego samego poziomu, bo prawo zmiany jest to samo 1 znika w tym
samym miejscu, ale przestrzeliwuje tylko populacja liczona raz na pokolenie. Ta splacana
w ratach na poczatku ro$nie nawet szybciej, bo jej mtode zaczynaja si¢ rozmnazac
jeszcze w tym samym pokoleniu, a mimo to wsuwa si¢ w swdj poziom, nie mijajac
go. Przestrzelenie powoduje nie szybkoS¢ wzrostu, lecz to, jak p6zno dziataja hamulce.
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Wtasne prawo Verhulsta to to, czym stajg si¢ raty, gdy robi si¢ je coraz mniejsze, i ono
nigdy nie przestrzeliwuje.
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poziom ustalony

0,6
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populacja

0,3

0,2
—e— raz na pokolenie
0,1 L
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Rysunek 3.4: To samo prawo wzrostu przy r = 2,8. Liczone raz na pokolenie przestrzeli-
wuje swdj poziom i si¢ waha; liczone dziesi¢€ razy na pokolenie wsuwa si¢ w ten sam
poziom.
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Laboratorium 3.2 — PéZne hamulce i wezesne hamulce
Napisz regufe zatloczenia, t¢ samg regule sptacang w k ratach, funkcje, ktéra

uruchamia kazda z nich na wiele pokolen, oraz taka, ktéra méwi, czy populacja
kiedykolwiek mija swoj poziom ustalony. Potem wyprobuj wtasne wartosci tempa

wzrostu.

Plik startowy: code/labs/ch03/103_02_instalments.py
Test: code/labs/ch@3/test_103_02_instalments.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 103_02_instalments

3.7 Kiedy populacja przestaje si¢ ustalac

Podkre¢ tempo wzrostu jeszcze raz, do r = 3,1. Poziom ustalony wcigz istnieje: 1 — 1/3,1
to okoto 0,677, a populacja umieszczona dokladnie na nim by na nim zostala. Ale
nachylenie w tym miejscu, zmierzone jak wczesniej, wynosi —1,100.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 3.7
Co nachylenie —1,100 robi z malym szturchni¢ciem od poziomu ustalonego, pokolenie
po pokoleniu?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. W kazdym pokoleniu przerzuca szturchni¢cie na druga
strone 1 powicksza je o jedng dziesiata. Szturchniecie roSnie, wiec
poziom ustalony nie jest juz w stanie utrzymac populacji.

code/ch@3/two_cycle.py

r=3.1

level =1 -1/r
x = level + 0.001

for gen in range(6):
print(f"gen {gen}: {x - level:+.5f} from the settled level")
X = next_gen(x, r)

Listing 3.7: Szturchnigcie o jedna tysieczna, pokolenie po pokoleniu

code/ch@3/two_cycle.py

gen
gen
gen
gen

compare(3.1, range(60, 66))

: +0.00100 from
-0.00110 from
+0.00121 from
-0.00134 from

w N =

the
the
the
the

Listing 3.8: Gdzie populacja laduje

settled level
settled level
settled level
settled level
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gen 4: +0.00146 from the settled level
gen 5: -0.00162 from the settled level

r =
gen
60
61
62
63
64
65

[SERSEE I N SN

3.1, settled level 0.6774

once in ten
.5580 0.6774
.7646 0.6774
.5580 0.6774
.7646 0.6774
.5580 0.6774
.7646 0.6774

Szturchnigcie ro$nie, co pokolenie zmieniajac strone, a populacja laduje daleko od poziomu
ustalonego. Waha si¢ miedzy dwiema wartosciami, 0,558 1 0,765, w jednym pokoleniu
nisko, w nastepnym wysoko, bez korica. Nie pojawilo si¢ nic losowego; regufa to wciaz ta
sama jedna linijka. Ustalanie si¢ ustato, a jego miejsce zajat cykl, ktéry powtarza si¢ co
dwa pokolenia. Populacja spfacana w ratach wciaz ustala si¢ na 0,677: usun opdznienie, a
wahania znikng razem z nim.

Gdzie§ miedzy r = 2,8 ar = 3,1 poziom ustalony stracit swojg moc przyciggania.

Gdzie doktfadnie i co robi reguta, gdy tempo wzrostu podkreca si¢ jeszcze dalej, to temat
rozdzialu 5. Reguta ma jedna linjjke, dziecko policzytoby ja oféwkiem, a jeszcze nie
skonczyta ci¢ zaskakiwac.

Podsumowanie

* Wzrost wykladniczy, poznany w rozdziale 2, przy kazdym podwojeniu dodaje

wigcej niz wszystkie wezesniejsze podwojenia, 1 nic rzeczywistego nie rosnie
tak dtugo.

Sprzezenie zwrotne to wielkosc, ktéra zmienia wlasne tempo zmian. Dodatnie
sprze¢zenie zwrotne pcha dalej (wycie gto$nika, run na bank), az natrafi na
granice; ujemne sprzezenie zwrotne stawia opor (termostat, zattoczenie).

Zatloczenie wpisane w podwajanie daje x — rx(1 —x), gdzie x to zajeta czgs¢
miejsca: krzywa S, rosnaca najszybciej w potowie poziomu ustalonego.

Dla reguty prostoliniowej skutki pchni¢¢ si¢ sumujg (superpozycja); dla
krzywej, nieliniowej reguly nie, a pchni¢cie moze poméc albo zaszkodzié,
zaleznie od tego, gdzie jest uktad.

Reguta ustala si¢ tam, gdzie kazde zwierze jest doktadnie zastgpowane, w
punkcie stalym 1 — 1/r. Nachylenie w nim, zmierzone szturchaniem jak w
rozdziale 2, mnozy mate szturchnigcie; wielko$¢ mniejsza od jednosSci oznacza
stabilnosc.

Ujemne nachylenie oznacza przestrzelenie i oscylacj¢ ttumiong. Przyczyna
jest op6znienie: to samo prawo w malych ratach nie przestrzeliwuje.

Po dalszym podkreceniu wielko$¢ nachylenia przekracza jeden, a populacja
bez korica waha si¢ miedzy dwiema wartoSciami — to wstep do rozdziatu 5.
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Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wro¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.

odrézni¢ dodatnie sprze¢zenie zwrotne od ujemnego w uktadzie ]2 ]3]0 14 15[ ]
opisanym stowami

zamieni¢ zdanie ,,wzrost zwalnia, gdy brakuje miejsca” w regule i jg ]2 ]3] J4[ 15[ ]
uruchomié

sprawdzié, czy skutki dwéch pchnieé danej reguly si¢ sumuja LJ2[ ]3] J4[ 5[]

znaleZ¢ punkty stale reguty krzywoliniowej i oceni¢ kazdy z nich po ]2 ]3] J4[ 15[ ]
zmierzonym nachyleniu

przewidzie¢ na podstawie tego nachylenia, co zrobi populacja w poblizu 1 |2 |3[ |4[ |5 |
swojego poziomu ustalonego

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyl, w tej kolejnoSci, w jakiej uczyt.

1. Ile ziarenek lezy na jedenastym polu szachownicy, a ile na pierwszych dziesi¢ciu
polach razem?

2. Dodatnie czy ujemne sprz¢zenie zwrotne: termostat; oklaski, ktére stajg si¢ gtosniej-
sze, gdy dotaczaja kolejne osoby; cena, ktdra rosnie, gdy towaru brakuje, wigc mniej
ludzi go kupuje?

3. Co wregule zatloczenia przy r = 2, zaczynajac od 0,5, robig z naste¢pnym pokoleniem
pchniecia 0 0,110 0,27

4. Gdzie ustala si¢ populacja przy r = 2,5? A przy r = 1,25?

5. Nachylenie w punkcie stalym wynosi —0,5, a populacja startuje 0,01 nad nim. Gdzie
jest po jednym pokoleniu, a gdzie po dwdéch?

6. Dlaczego populacja, ktéra sprawdza swoje zatloczenie dziesi¢c razy na pokolenie,
nie przestrzeliwuje, skoro ta, ktéra sprawdza je raz na pokolenie, przestrzeliwuje?



ROZDZIAL 4

Ruch: reguly zmiany i mapa wszystkich
stanow

Herbata z rozdziatu 1 zyla w petlnych minutach: jej regula przeskakiwata od jednej minuty
do nastepnej. Wahadlo nie przeskakuje; w kazdej chwili gdzieS jest i dokads zmierza.
Prawa ruchu Newtona, opublikowane w 1687 roku, nie mowia, gdzie bedzie planeta w
przyszty wtorek. Mowia, jak szybko zmienia si¢ jej predkos¢ w tej chwili. Jak wydoby¢
przysztos¢ z takiej reguly?

Ten rozdzial odpowiada sztuczkg z rozdziatu 2: r6b mate kroki. Potem rysuje obraz, w
ktérym narysowana jest reszta ksigzki — mape, na ktérej kazdy mozliwy stan jest punktem,
a kazda przysztos¢ droga — 1 konczy si¢ twierdzeniem, ktore mowi, dlaczego model
pogody z rozdziatlu 9 potrzebuje trzech liczb.

Czego sie nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:

* czytaé regule zmiany jako informacj¢ o tym, jak szybko zmienia si¢ w tej chwili
kazda liczba stanu

» zamieni¢ regule zmiany na drog¢ w kodzie, metoda Eulera i metodag RK4
* uzyC energii, zeby sprawdzi¢, czy symulacja mowi prawde
 czytac portret fazowy: jego punkty state, jego petle i kierunek ruchu

* powiedzieé, co ruch na ptaszczyZnie moze, a czego nie moze, i ilu liczb potrzebuje
chaos w czasie ciagtym

4.1 Regula, ktora mowi, jak szybko

PredkoSciomierz w samochodzie to reguta zmiany. Nie mowi, gdzie jesteS; mowi, jak
szybko zmienia si¢ to, gdzie jestes.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 4.1
PredkoSciomierz pokazuje 60 kilometréw na godzing. Mniej wiecej gdzie bedzie
samochdd za minutg? A za godzing?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

40
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Odpowiedz. Za minut¢ mniej wiecej kilometr dalej: 60 kilometréw na
godzing to kilometr na minut¢. Za godzing nie da si¢ tego powiedziec,
bo predkos$¢ wiele razy si¢ zmieni.

W krétkim czasie to, jak szybko coS si¢ zmienia, mowi, jak daleko zajdzie; w dlugim
mowi niewiele. Wiec przejezdzasz kawatek, znowu patrzysz na predkoSciomierz 1 jedziesz
dalej.

Oto pierwszy przyktad. Ci¢zarek wisi na sprezynie; odciggasz go o jeden metr od
polozenia spoczynku i puszczasz. Jego stan to dwie liczby: potozenie x, czyli jak daleko
jest od spoczynku, i predkosé¢ v, czyli jak szybko zmienia si¢ x. Regula méwi, jak szybko
zmienia si¢ kazda z nich:

* polozenie zmienia si¢ w tempie v, bo tym wlasnie jest predkos¢;

* predko$¢ zmienia si¢ w tempie —k x: sprezyna ciggnie z powrotem ku Srodkowi, tym
mocniej, im bardziej jest rozciggni¢ta. Liczba kK méwi, jak sztywna jest sprezyna;
przyjmij k = 1. Znak minus méwi, zZe sita ciggnie wstecz.

Inne ksigzki zapisujg t¢ samg regule jako

dx dv

- =V, - = _k )

a - a T
gdzie % czyta si¢ ,,jak szybko zmienia si¢ x”. Reguta tego rodzaju to réwnanie rézniczkowe.
Ta ksiazka nigdy nie rozwigzuje go recznie. Sledzi je matymi krokami, tak jak robi to
komputer prognozujacy pogode.

4.2 Mate kroki

Najprostszy sposob §ledzenia reguly zmiany nosi imi¢ Leonharda Eulera, ktéry opisat go
w XVIII wieku. Wybierz krotki odcinek czasu, krok, 1 przesun kazdg liczbe o jeden krok
w tempie, jakie ma teraz:

nowe x = x + krok X v, nowe v = v + krok X (—k x).
Potem zapytaj regule znowu w nowym stanie i powtarzaj. Reguta zmiany stala si¢ reguta
nastepnego kroku 1 dalej dziata iteracja.

code/ch@4/spring.py

K=1.0 # how stiff the spring is, for each kilogram of mass

def rates(x: float, v: float) -> tuple[float, float]:
"""How fast position and velocity are changing right now.
return v, -K * x  # moves at v; the spring pulls back towards @

nnn

def euler_step(x: float, v: float, dt: float) -> tuple[float, float]:
"""Pretend the rates stay the same for dt, and move."""
dx, dv = rates(x, V)
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22 return x + dt * dx, v + dt * dv

23

24

s def energy(x: float, v: float) -> float:

26 """Energy of motion plus energy stored in the stretched spring.
27 return 0.5 * v * v + 0.5 * K * x * X

28

nwun

29

30 def main() -> None:

31 x, v, dt = 1.0, 0.0, 0.1 # pulled out 1 metre, let go

32 for step in range(101): # 100 steps of 0.1 s: ten seconds
33 if step % 20 == 0:

34 print(f"t = {step * dt:4.1f} s x = {x:6.3f} "

35 f'v = {v:6.3f} energy = {energy(x, v):.4f}")

36 X, v = euler_step(x, v, dt)

Listing 4.1: Sprezyna Sledzona metoda Eulera

rates to regufa, a euler_step to metoda Eulera, dwa wiersze. energy dodaje energi¢ ruchu,
potowe v X v, do energii zmagazynowanej w sprezynie, polowy k X x X x. Ciezarek startuje
z x = 1, w spoczynku, a kroki trwaja 0,1 sekundy.

MALY KROK

ruch z tq predkoscia
REGULA ZMIANY NOWY STAN

jak szybko, w tej chwili troche dalej

Rysunek 4.1: Metoda Eulera. Regufa podaje tempa w tej chwili; maty krok przesuwa tak,
jakby sie nie zmienialy; w nowym stanie znowu pyta si¢ regufe.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 4.2
Prawdziwa sprezyna bez tarcia drga w nieskoniczonos$¢, za kazdym razem dochodzac
tak samo daleko: nic nie odbiera jej energii i nic jej nie dodaje. Co powinna pokazywac
kolumna energii, wiersz po wierszu?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Za kazdym razem t¢ samg liczbe: 0,5, potowe 1 X 1.

t= 0.0s x= 1.000 v = 0.000 energy = 0.5000
t= 2.0s x=-0.453 v =-1.007 energy = 0.6101
t= 4.0s x=-0.810 v = 0.913 energy = 0.7444
t= 6.0s x= 1.286 Vv = 0.402 energy = 0.9083
t= 80s x=-0.178 v =-1.478 energy = 1.1084
t=10.0s x=-1.409 v = 0.849 energy = 1.3524
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Nie pokazuje. Wychylenia rosng, a energia wspina si¢ od 0,5 do 1,35 w dziesie¢ sekund.
Nic w regule nie dodato tej energii. Zrobifa to symulacja.

Pow6d wida¢ na obrazku. Narysuj stan jako punkt: potozenie w poziomie, predkosc¢
w pionie. Przy k = 1 energia to potowa kwadratu odlegtosci punktu od Srodka, wiec
prawdziwa sprezyna krazy po okregu. Krok Eulera idzie wzdtuz prostej, ktdra w tej chwili
wskazuje regula, a prosta styczna do okregu wychodzi z niego na zewnatrz. Kazdy krok
laduje troche na zewnatrz, i to doktadnie, z twierdzenia Pitagorasa: kazdy krok mnozy

energi¢ przez 1 + krok x krok, czyli 1,01 przy kroku 0,1. Jeden procent na krok, 100 razy
w dziesig¢ sekund.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 4.3

Wez kroki dziesie€ razy mniejsze, 0,01 sekundy. Czy symulacja jest teraz poprawna?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Poprawna dluzej, a nie poprawna. W dziesie¢ sekund
energia ro$nie o 10,5 procent zamiast o 170; po stu sekundach urosta o
172 procent, mniej wiecej tyle, ile wiekszy krok zyskat w dziesie€.

Kazdy maty krok zyskuje sto razy mniej, a w kazdej sekundzie jest ich dziesi¢C razy
wiecej. Dziesig¢ razy mniejsze kroki kupity dziesi¢c razy diuzszy czas, za dziesie€ razy
wigcej pracy.

Putapka

»Vniejszy krok sprawia, ze symulacja jest poprawna.” Sprawia, ze jest poprawna
dtuzej. Bfad metody krokowej powstaje na nowo przy kazdym kroku i si¢ pigtrzy,
wiec mniejszy krok kupuje czas, zanim ta sterta uros$nie za bardzo. Uczciwe pytanie
do symulacji nie brzmi, jak maty miata krok, tylko jak dlugo ja sprawdzano. Czes¢ 11
spotyka surowszy horyzont, ktérego nie przesunie zaden rozmiar kroku.

4.3 Spojrz naprzod i usrednij

Euler pyta regute raz, na poczatku kroku, i wierzy odpowiedzi przez caty krok. Tempa
zmieniajg si¢ w trakcie kroku, a Euler nigdy si¢ o tym nie dowiaduje. Metoda, ktorej
uzywa ta ksigzka, opracowana przez Carla Rungego 1 Martina Kutte na przetomie XIX i
XX wieku i znana jako RK4, pyta cztery razy:

1. o tempa na poczatku;

2. o tempa p6t kroku dalej, idac w pierwszych tempach;
3. o tempa p6t kroku dalej, idac w drugich tempach;

4. o tempa caly krok dalej, idac w trzecich.

Potem robi prawdziwy krok ze Srednia tych czterech, liczac dwie Srodkowe dwukrotnie.
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code/src/chaoslab/flows.py

def rk4_step(field: Field, state: State, dt: float) -> State:
"""One Runge-Kutta step: sample the velocity four times, average them.

k1 is the velocity at the start; k2 and k3 are velocities half a step
ahead; k4 is a full step ahead. The weights 1, 2, 2, 1 are what make the
error in the position shrink sixteen-fold when dt is halved, where
Euler's only halves. (The slow drift in a spring's energy shrinks faster
still, about thirty-two-fold; Chapter 4 measures it.)

nwnn

k1 = field(state)
k2 = field(_add(state, k1, dt / 2))
k3 = field(_add(state, k2, dt / 2))

k4 = field(_add(state, k3, dt))
return tuple(
s+dt*x (a+2*xb+2xc+d) /6
for s, a, b, ¢, d in zip(state, k1, k2, k3, k4, strict=True)

Listing 4.2: Przepis RK4 z biblioteki ksiazki

field to reguta zmiany, k1 do k4 to cztery probki, a _add wylicza, gdzie bylbys po przejsciu
kawatka w danych tempach. Wagi 1, 2, 2, 1 sa dobrane tak, zeby btedy probek znosity
si¢ nawzajem, jak tylko si¢ da; algebre tu pomijamy. Ta sama funkcja, obok euler_step i
integrate, poniesie model pogody z rozdziatu 9.

Laboratorium 4.1 — Jeden krok RK4

Napisz rk4_step wedtug przepisu. Test poréwnuje go z bibliotekg na sprezynie 1 na
wahadle, a takze na regule ,,x ro§nie w tempie réwnym x”’: jeden krok dlugosci 1 z 1
musi wyladowaé¢na 1 + 1 + % + é + ﬁ, blisko prawdziwej odpowiedzi e ~ 2,718.

Plik startowy: code/labs/ch04/104_01_rk4.py
Test: code/labs/ch04/test_104_01_rk4.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 104_01_rk4

Zatrzymaj sie i pomysl 4.4
RK4 pyta regule cztery razy na krok, wiec za t¢ sama prace Euler moze robi¢ kroki

cztery razy mniejsze. Co wolisz: Eulera z krokami 0,025 sekundy czy RK4 z krokami
0,17

Odpowiedz, zanim péjdziesz dalej.

Odpowiedz. RK4, z ogromng przewaga. W dziesie¢ sekund Euler
zyskuje 28 procent energii; RK4 traci 1,4 czeSci na milion. Za te¢ sama
prace jego biad jest okoto 200 000 razy mniejszy.
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code/ch@4/energy_drift.py

FIELD = spring(1.0) # the rule of change from the chapter
START = (1.0, 0.0) # pulled out 1 metre, at rest
def energy(state: tuple[float, ...]) -> float:

X, Vv = state
return 0.5 * v x v + 0.5 * X * X

def drift(stepper, dt: float, seconds: float) -> float:
"""Fractional change in energy after following the rule for seconds.
state = START
for _ in range(round(seconds / dt)):
state = stepper(FIELD, state, dt)
return energy(state) / energy(START) - 1.0

Listing 4.3: Pomiar dryfu energii symulowanej sprezyny

method step seconds rule calls energy change

Euler 0.700 10 100  +170 %
Euler 0.010 10 1000 +10.5 %
Euler 0.010 100 10000 +172 %
Euler 0.025 10 400 +28.4 %

RK4 0.100 10 400 -0.000139 %
RK4 0.100 1000 40000 -0.0139 %

rule calls liczy prace. Ostatni wiersz mowi, ze RK4 tez nie jest doktadne: w tysiac
sekund traci 139 cze¢sci na milion. Ono réwniez jest poprawne dtuzej, a nie poprawne,
tylko o wiele diuze;j.

Laboratorium 4.2 — Zmierz dryf

Napisz energi¢ sprezyny 1 funkcje, ktora Sledzi sprezyne dang metodg przez dany czas
1 podaje, o ile zmienita si¢ jej energia. Potem odpowiedz na pytanie, ktére rozdziat
zostawia otwarte: zmniejsz krok o potowe — ile razy mniejszy stanie si¢ dryf energii
w kazdej z metod? (Komentarz w listingu RK4 dotyczy btedu potozenia, a to inna
miara.) Przewiduj, zanim uruchomisz.

Plik startowy: code/labs/ch@4/104_02_drift.py
Test: code/labs/che4/test_104_02_drift.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 104_02_drift

4.4 Mapa wszystkich stanéw

Lewa potowa rysunku 4.2 nie pokazuje niczego w funkcji czasu. Kazdy jej punkt to
caly stan, polozenie i predkos¢ naraz, a ruch to droga od punktu do punktu. Ptaszczyzna
wszystkich mozliwych stanéw to przestrzen fazowa, a rysunek drég na niej to portret
fazowy. Kazdy uktad chaotyczny w tej ksiazce jest narysowany na takim portrecie.
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Dziesig¢ sekund na plaszczyZnie stanéw Energia powinna zosta¢ na 0,5
1,4 4 ---- prawdziwa sprezyna
1,0 4 Euler, krok 0,1 s
L2 1 —— Euler, krok 0,01 s
’:.é? 0,5 1 104 — RK4, krok 0,1 s
g 8
3) 0’0 7] aﬁ 0,8 T
N2 g
% © 06
3 05 1 . -
& 0.4 -
—1,0 A
0,2 1
-1,5 1
T T T 0>0 T T T T T T
-1 0 1 0 2 4 6 8 10
potozenie x (m) czas (s)

Rysunek 4.2: Ta sama sprezyna Sledzona przez dziesi¢¢ sekund dwiema metodami z tym
samym krokiem. Po lewej: na ptaszczyznie stanéw Euler (czerwony) oddala si¢ spiralg od
prawdziwego okregu, a RK4 (niebieski) zostaje na nim. Po prawej: energia, ktérg podaje
kazda z nich.

Bogatszym przyktadem jest wahadto. Jego stan to kat od pionu w dét i to, jak szybko
ten kat si¢ zmienia. Jego regula to regula sprezyny z jedng réznica: sita ciggnaca z
powrotem jest najwicksza, gdy wahadto sterczy w bok, a znika, gdy wskazuje prosto w
dét albo prosto w gére. (To sinus, ktérego wota reguta wahadta z chaoslab.)

Zatrzymaj sie i pomysl 4.5
Wahadto puszczone dalej ma diuzsza droge, ale tez porusza si¢ szybciej. Czy wahadio
puszczone z 90 stopni wychyla si¢ tam i z powrotem dtuzej niz puszczone z 10?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Diuzej: 2,368 sekundy wobec 2,010, o okoto 18 procent
wiecej. Puszczone ze 170 stopni potrzebuje 4,894 sekundy, 2,4 razy
wiecej.

code/ch@4/pendulum.py

G_OVER_L = 9.81 # gravity over length: a one-metre pendulum
FIELD = pendulum(G_OVER_L) # (angle, angular velocity) -> their rates

def period(swing_degrees: float, dt: float = 0.001) -> float:
"""Seconds for one full swing, out and back, released at rest.
state = (math.radians(swing_degrees), 0.0)

steps = 0
while True:
new = rk4_step(FIELD, state, dt)
if new[1] > 0.0: # it has stopped at the far side, turned round

share = -state[1] / (new[1] - state[1])
return 2 x (steps + share) *x dt # out and back is twice this
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state, steps = new, steps + 1

Listing 4.4: Mierzenie czasu wahni¢cia wahadta

released at one swing out and back

5 deg 2.007 s
10 deg 2.010 s
45 deg 2.086 s
90 deg 2.368 s
170 deg 4.894 s

Szkolna reguta, ze czas wahnigcia nie zalezy od wychylenia, jest prawdziwa dla matych
wychylen: czasy zblizajg si¢ do 2,006 sekundy, gdy wychylenie maleje. Dlatego precyzyjny
zegar wahadtowy wychyla sie ledwie o kilka stopni.

Teraz narysuj regute jako mape. W kazdym punkcie ptaszczyzny reguta podaje tempa,
a wiec kierunek, w ktérym stan zaraz si¢ ruszy. Postaw tam mala strzatke. Ruch to
podazanie za strzatkami.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 4.6
Gdzie$ na mapie strzatka ma zerowg dtugo$¢: nic si¢ nie zmienia. Jakie to stany, jako
potozenia prawdziwego wahadta? Co si¢ stanie, gdy kazdy z nich lekko tracisz?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Zwisanie prosto w d6t w spoczynku i1 balansowanie
doktadnie do géry nogami w spoczynku. Tracone, pierwsze tagodnie si¢
wokot niego waha; drugie odpada. To dwa punkty state, jeden stabilny,

drugi niestabilny, jak w rozdziale 2.

Blisko Srodka drogi sa zamknietymi petlami: wahadlo wychyla sie tam 1 z powrotem, w
nieskoniczono$¢ po tej samej petli. Droga, ktéra zamyka si¢ sama w sobie, to cykl, a cykl
jest doskonale przewidywalny: jedno okrazenie i znasz wszystkie nastepne. Daleko u géry
i u dotu drogi biegng przez calg szeroko$¢: wahadlo przechodzi przez gére i obraca si¢
dalej.

4.5 Zatrzymac sie, krazyc¢ albo uciec

Prawdziwe wahadlo ma tarcie, ktére z kazdym wahnieciem odbiera troche energii.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 4.7
Co dzieje si¢ na mapie z drogg wahadla z tarciem puszczonego ze 150 stopni i gdzie
si¢ ona koniczy?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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Rysunek 4.3: Mapa wszystkich stanéw wahadta o dlugosci jednego metra. Szare strzatki
pokazuja, w ktdrg strone rusza si¢ stan. Niebieskie petle to wahania puszczone z 30, 90
1 150 stopni; zielone drogi przechodza przez gore; linia przerywana oddziela jedne od
drugich. Petna kropka to zwisanie w spoczynku; dwa puste kétka to to samo potozenie do
gbry nogami.

Odpowiedz. Kazde wahnigcie jest mniejsze od poprzedniego, wiec
droga nie moze si¢ zamkna¢. Zwija si€¢ spiralg do Srodka 1 konczy na
petnej kropce: wahadto zwisa prosto w dét, w spoczynku.

Stan, do ktérego wpadaja wszystkie pobliskie drogi, to atraktor, a punkt spoczynku
wahadla z tarciem to jego najprostszy rodzaj. Przycigga¢ moze tez petla. Holenderski
inzynier Balthasar van der Pol zapisat klasyczny przyktad mniej wiecej sto lat temu, dla
obwodéw z lampami radiowymi:

X zmienia si¢ w tempie v, v zmienia si¢ w tempie —x + (1 —x X x) v.

Dopdki x lezy migdzy —1 a 1, nowy czlon przyspiesza ruch; poza tym przedziatem hamuje.
Zacznij blisko Srodka, od 0,1, a wychylenia rosna; zacznij daleko, od 4, a maleja. Po
60 sekundach oba wychylaja si¢ do 2,01 1 2,01: jedna petla, osiagnieta od Srodka i od
zewnatrz. To cykl graniczny, a zegar wahadlowy jest jednym z nich: mate pchnigcie przy
kazdym wahni¢ciu, tarcie odbierajgce energie i wychylenie, ktére ustala si¢ na jednej
wielkosci, jakkolwiek je zaczates.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 4.8
Dlaczego dwie rézne drogi na takiej mapie nigdy si¢ nie przecinaja?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.
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Rysunek 4.4: Dwa sposoby, w jakie ruch na ptaszczyznie moze si¢ ustali¢. Po lewe;j:
wahadlo z tarciem puszczone ze 150 stopni zwija si¢ spiralg do punktu, w ktérym zwisa
w spoczynku. Po prawej: reguta van der Pola ze startu wewnatrz 1 ze startu na zewnatrz,
nawijajaca si¢ na t¢ sama petle.

Odpowiedz. W punkcie przecigcia stan miatby dwie przysztosci, a
regula daje jedng strzatke: jeden stan, jedna przysziosc.

Na plaszczyZnie ten jeden fakt ma wielka site. Droga, ktéra nie moze przecia¢ ani
siebie, ani zadnej innej drogi, i1 nie opuszcza ograniczonego obszaru, jest ogrodzona
wlasng przesztosSciag. Moze zwija¢ si¢ do punktu stalego albo do petli, albo uciec do
nieskoniczono$ci. Nie moze bigkac si¢ bez konca.

Czego tu nie dowodzimy

To twierdzenie Poincarégo—Bendixsona, od nazwisk Henriego Poincarégo 1 Szweda
Ivara Bendixsona. Wymaga gladkiej reguty, a jego doktadne sformutowanie do-
puszcza jeszcze jedno zakoriczenie, tafcuch punktéw stalych potaczonych drogami.
Dowdd, na kilka stron, jest w kazdym podr¢czniku uktadéw dynamicznych. Dotyczy
ruchu w czasie ciaglym: reguta skaczaca krokami moze przeskoczy¢ wlasna droge, a
rozdziat 5 znajduje dzikie zachowanie w regule krokowej z jedna liczba. I wymaga
ptaszczyzny: w trzech wymiarach droga moze przej$¢ nad sobg i pod sobg.

Chaos w czasie ciaglym potrzebuje wiec co najmniej trzech liczb stanu. Dlatego model
pogody z rozdziatu 9, ktéry Edward Lorenz okroit w 1963 roku z wigkszego modelu
konwekcji, ma trzy liczby, a nie dwie.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 4.9
Zawie§ drugie wahadlo u dotu pierwszego. Ilu liczb potrzebuje teraz stan i czy
twierdzenie nadal obiecuje prosty ruch?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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Odpowiedz. Czterech: kata 1 predkosci dla kazdego wahadta.
Twierdzenie nic nie mowi o czterech liczbach, a rozdzial 13 pokazuje,
ze ruch wahadta podwdjnego jest chaotyczny.

Pulapka

,Wahadlo to prosty uklad, wiec jego ruch musi by¢ prosty.” Dla jednego wahadfa
tak jest: dwie liczby stanu, ptaszczyzna i twierdzenie, ktére pozwala tylko zatrzymad
si¢, krazy¢ albo uciec. Zawie$ na nim drugie, a stan ma cztery liczby, ptot znika i
ruch moze sta¢ si¢ chaotyczny. To, jak prosto wyglada uktad, méwi niewiele o tym,
jak prosty jest jego ruch. Wiecej mowi policzenie liczb w jego stanie.

4.6 Dwa ciala: mechanizm zegara w najlepszym wydaniu

Cztery liczby stanu umozliwiajg chaos; nie sprawiaja, ze on nast¢puje. Najlepszym
dowodem jest uktad, na ktérym zbudowano obraz Swiata jak zegara: jedna planeta krazaca
wokot Storica. Grawitacja Newtona to reguta zmiany. Potozenie planety zmienia si¢ w
tempie jej predkosci, a predko$¢ zmienia si¢ w stron¢ Storica o wielko$¢, ktéra maleje z
kwadratem odleglosci: dwa razy dalej, cztery razy stabiej. Storice jest tak duzo ciezsze, ze
moze sta¢ w miejscu.

code/ch@4/two_bodies.py

def gravity(s: tuple[float, ...]) -> tuple[float, ...J:
"""Position changes at the velocity; velocity changes towards the sun,
by one over the distance squared."""
X, ¥, VX, Vy = s
r = math.sgrt(x * x +y *xy)
pull =1.0/ (r *r xr) # 1/r*2, and x/r, y/r point home
return (vx, vy, -pull * x, -pull * y)

Listing 4.5: Grawitacja Newtona jako reguta zmiany

Stan to cztery liczby: gdzie jest planeta, w poziomie i w pionie, i jak szybko si¢ porusza,
w poziomie i w pionie. Listing wystrzeliwuje ja w bok z 3 r6znymi predkoSciami, Sledzi
kazda orbite dziesie¢ razy dookota metoda RK4 1 mierzy czas kazdego powrotu na lini¢
startu. size orbity to potowa jej najwiekszej szerokosci.

launch  first lap average of 10 size lap*2/size”3
1.0 6.283185 6.283185 1.0000 39.4784
1.2 14.993321 14.993321 1.7857 39.4784
1.3 36.403013 36.403013 3.2258 39.4784

Srednia z dziesieciu okrazen to pierwsze okrazenie, co do kazdej wydrukowanej cyfry:
planeta wraca po swojej elipsie zgodnie z rozktadem, raz za razem. Ostatnia kolumna jest
taka sama dla wszystkich trzech orbit, 39,48: kwadrat czasu okrazenia podzielony przez
sze$cian rozmiaru. Johannes Kepler znalazt t¢ regute w potozeniach planet w 1619 roku,
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a Newton pokazat w 1687, ze wynika ona z grawitacji; twdj laptop znalazt ja ponownie z
samej reguly zmiany.

Dlaczego przy czterech liczbach nie ma chaosu? Dwie wielkoSci nigdy si¢ nie
zmieniaja: energia i tempo, w jakim odcinek od Storica do planety zakresla pole. Kazda z
nich mocniej przyszpila stan, a przy dwoch przyszpilonych ruch nie ma juz miejsca, zeby
by¢ czymkolwiek poza regularnym. Dodaj trzecie ciato, a to przestaje by¢ prawda; od
tego zaczyna si¢ rozdziat 13.

Gdzie to spotkasz

Tablice potozen planet, duzych ksiezycow 1 wielu planetoid, wedtug ktdrych steruja
nawigatorzy sond kosmicznych, publikuje Jet Propulsion Laboratory NASA. Powstaja
tak, jak ten listing wyznaczyl swoje orbity: Newtonowska regufa zmiany dla catego
Uktadu Stonecznego Sledzona naprzéd matymi krokami i sprawdzana z pomiarami
radarowymi 1 Sledzeniem sond.

To mechanizm zegara w najlepszym wydaniu: reguta zmiany, mate kroki i przewidywanie,
ktére wraca zgodnie z rozktadem co do kazdej wydrukowanej cyfry. Czes¢ II pyta, co si¢
dzieje, gdy reguta jest réwnie doktadna, a przysztos¢ nie.

Podsumowanie

* Reguta zmiany, czyli r0wnanie rézniczkowe, méwi, jak szybko zmienia si¢
w tej chwili kazda liczba stanu, a nie jaka bedzie za chwile.

* Metoda Eulera przesuwa kazda liczbe o jeden krotki krok w tempie, jakie
ma teraz. Na sprezynie zyskuje energie przy kazdym kroku, a mniejszy krok
czyni ja poprawng dluzej, a nie poprawna.

* RK4 prébkuje tempa cztery razy na krok i je uSrednia; za t¢ sama prace jej
btad jest duzo mniejszy, ale ona tez dryfuje. Sprawdzianem jest energia.

* Przestrzen fazowa to ptaszczyzna wszystkich mozliwych stanéw; reguta to
strzatka w kazdym punkcie. Wahadto rysuje cykle woko6t swojego stabilnego
punktu statego, a duze wahniecia trwaja dluzej niz mate.

* Tarcie zwija droge spiralg do atraktora; przyciaga¢ moze tez petla. Drogi si¢
nie przecinaja, wiec na ptaszczyznie ruch moze si¢ tylko zatrzymac, krazy¢
albo uciec (Poincaré—Bendixson): chaos w czasie cigglym potrzebuje co
najmniej trzech liczb.

* Dwa ciata maja cztery liczby stanu, a mimo to kresla elipsy zgodnie z
rozktadem, jak mowi trzecie prawo Keplera: trzy liczby sa potrzebne do
chaosu, ale nie wystarczajg.
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Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wro¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.

czyta¢ regute zmiany jako informacje¢ o tym, jak szybko zmienia sig w 1] |2[ |3[ [4[ |5 |
tej chwili kazda liczba stanu

zamienic¢ regulte zmiany na droge w kodzie, metoda Eulera i metoda RK4 1] ]2[ [3[ [4[ |5 |
uzy¢ energii, zeby sprawdzié, czy symulacja mowi prawde ]2 ]3] J4[ 15[ ]

czytaé portret fazowy: jego punkty stale, jego petle i kierunek ruchu ]2 ]3] J4[ 15[ ]

powiedziec, co ruch na ptaszczyznie moze, a czego nie moze, iilu liczb 1] |2 |3[ |4[ |5 ]
potrzebuje chaos w czasie cigglym

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyl, w tej kolejnoSci, w jakiej uczyt.

1.

PredkoSciomierz pokazuje 90 kilometréw na godzing¢. Mniej wiecej jak daleko
samochdd zajedzie w ciggu nastepnych 20 sekund?

Sprezyna z k = 1 jest w x = 0 1 porusza si¢ z v = 1, wiec jej energia wynosi 0,5.
Zr6b jeden krok Eulera o dtugosci 0,1. Jakie sa nowe x, v 1 energia?

Euler z krokiem 0,1 zyskuje w dziesi¢¢ sekund 170 procent energii sprezyny. Mniej
wiecej jak dlugo moze trwac przebieg z krokiem 0,001, zanim zyska tyle samo?

Opisz cztery probki, ktére RK4 pobiera w jednym kroku, i jak je taczy.

Co na portrecie fazowym wahadta oznacza dla prawdziwego wahadla zamknig¢ta
petla, droga przez calg szerokos¢ i spirala?

Dlaczego gladka reguta zmiany z dwiema liczbami stanu nigdy nie jest chaotyczna i
ilu liczb potrzebuje chaos w czasie ciaggtym?



Czesc 11

Gdzie konczy sie przewidywanie
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ROZDZIAL 5

Jedna linijka algebry, kazde mozliwe
zachowanie

Oto reguta, ktérej mozna by nauczy¢ dziecko. Wez liczbe miedzy 0 a 1. Pomnoz ja przez
jeden minus ona sama, a wynik pomnoéz przez ustalong liczbe r. To jest nastgpna liczba.
Zréb z nig to samo, i jeszcze raz, i jeszcze. Zadnych kosci do gry, zadnych pomiaréw,
zadnego Swiata zewnetrznego: kazdy krok jest doktadnie wyznaczony przez poprzedni.

Zanim przeczytasz dalej, zgadnij. Jesli bedziesz powoli podkrecaé jedyne pokretio tej
reguly, r, ile r6znych rodzajéw zachowania spodziewasz si¢ zobaczy¢: jeden, dwa, gar§¢?
Ten rozdziat kreci pokretlem i patrzy. Pod koniec zobaczysz liste liczb, ktéra nigdy si¢ nie
ustala 1 nigdy nie powtarza, wyglada, jakby wypadta z ruletki, a powstata wylacznie z tej
jednej linijki.

Czego sie nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:
* iterowaé odwzorowanie logistyczne recznie przez krok lub dwa, a w Pythonie
przez tyle krokéw, ile zechcesz
* znalez¢ stan ustalony odwzorowania dla danego r i na podstawie nachylenia w
tym punkcie powiedzied, czy si¢ utrzymuje
* narysowaé diagram pajeczynowy dla zakrzywionej reguly i odczytac z niego, co
zrobi orbita

* odrdzni€ stan ustalony, cykl i orbite, ktéra nigdy si¢ nie powtarza, oraz powiedziec,
co program szukajacy cykli moze, a czego nie moze stwierdzi¢

* powiedzieé, co znaczy deterministyczny 1 chaotyczny 1 dlaczego wygladac na
losowe to nie to samo, co by¢ losowym

5.1 Regulai jej jedyne pokretto

Rozdziat 3 skoniczyl si¢ na populacji, ktérej wzrost zwalnia w poblizu granicy: przy
fagodnym tempie si¢ ustalala, a przy szybszym przestrzeliwata 1 si¢ wahata. Ten rozdziat
zapisuje regule tego rodzaju w postaci, ktéra przyniosta jej stawe. Niech x oznacza
populacje jako utamek najwiekszej mozliwej, czyli liczbe miedzy O a 1. Przez x,,, czytane
X z indeksem n”, oznaczaj jej warto$¢ po n krokach, tak ze x¢ to stan poczatkowy. Regutfa
brzmi

Xns1 =1 Xp (1 = xp).

Stowami: nast¢pna wartoSc¢ to r razy obecna wartoS¢ razy jeden minus obecna wartos¢.
Czynnik x, mowi, ze wiecej rodzicOw to wiecej mtodych; czynnik 1 — x,, to sprz¢zenie

54



5. Jedna linijka algebry, kazde mozliwe zachowanie 55

zwrotne, pozostate miejsce, ktore maleje, gdy populacja rosnie. Liczba r to pokretto
wzrostu. Regule, ktéra zamienia liczbe na nast¢png, nazywa si¢ odwzorowaniem, a ta jest
odwzorowaniem logistycznym. W poréwnaniu z regutami z rozdziatu 2, x,,.1 = ax, + b,
ma jedno dodatkowe mnozenie, przez 1 — x,, 1 wszystko w tym rozdziale bierze si¢ z tego
jednego czynnika.

Iloczyn x (1 — x) jest najwickszy dla x = %, gdzie wynosi % X % = %, wiec nastepna
warto$¢ nigdy nie przekracza r/4. Dla r nie wigkszego niz 4 liczba x nigdy wigc nie
opuszcza przedziatu od 0 do 1.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 5.1
Wez r = 2,8 1 zacznij od xo = 0,5. Ile wynosi x;? A x;? Pierwsze policzysz w
pamieci; do drugiego wystarczy co najwyzej otowek.

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. x; =2,8x0,5%0,5=0,7,ax, =2,8x0,7x%x0,3 =0,588.

To wszystko, a komputer robi miliony takich krokéw na sekunde. Oto reguta w postaci, w
jakiej zapisuje ja kod ksigzki.
code/ch@5/four_rates.py

def step(r: float, x: float) -> float:
"""One step of the logistic map: the next value from this one.
return r * x * (1.0 - x)

Listing 5.1: Odwzorowanie logistyczne: jedna linijka arytmetyki

Kazdy komputer zaokragla mnozenie i odejmowanie doktadnie tak samo, wi¢c liczby w
tym rozdziale wychodza identyczne co do ostatniej cyfry na kazdej maszynie. Przy regule,
ktérej caly sens, jak zaraz zobaczysz, tkwi w cyfrach, to wazne.

5.2 Kre¢cenie pokretlem

Kazde uruchomienie zaczynaj od xo = 0,2. Pozwdl regule zrobi¢ 200 krokéw bez
patrzenia, zeby orbita — lista wartoSci, ktore reguta wytwarza z danego poczatku — miata
czas wejs¢ w to, co bedzie robi¢, a potem zapisz osiem nastepnych wartosci. Zréb to dla
czterech ustawien pokretta: r = 2,8, 3,2, 3,51 3,9.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 5.2

Rozdziat 3 pokazal, ze przy tagodnym tempie wzrostu populacja si¢ ustala, a przy
szybszym przestrzeliwuje i si¢ waha. Te cztery ustawienia si¢gaja od umiarkowanego
do szybkiego. Czego spodziewasz si¢ po 200 krokach przy r = 3,9: jednej powtarzanej
warto$ci, wahania miedzy kilkoma warto$ciami, czy czego$ innego?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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Odpowiedz. CzegoS$ innego. Przy r = 3,9 wartosci nigdy si¢ nie ustalaja
1 nigdy nie uktadaja sie we wzor.

code/ch@5/four_rates.py

def after(r: float, x0: float, skip: int, keep: int) -> list[float]:
"""Take “skip~ steps from x@ without looking, then keep “keep™ values.
X = x0
for _ in range(skip):
x = step(r, x)
values = []
for _ in range(keep):
values. append(x)
x = step(r, x)
return values

def main() -> None:
print("after 200 steps from 0.2, the next eight values:")
for r in (2.8, 3.2, 3.5, 3.9):
values = after(r, 0.2, 200, 8)
print(f"r = {r}: " + " ".join(f"{v:.3f}" for v in values))

Listing 5.2: DwieScie krokOw bez patrzenia, potem osiem kolejnych, przy czterech
ustawieniach

after 200 steps from @.2, the next eight values:

r=2.8: 0.643 0.643 0.643 0.643 0.643 0.643 0.643 0.643
r=3.2: 0.799 0.513 0.799 0.513 0.799 0.513 0.799 0.513
r =3.5: 0.827 0.501 ©0.875 0.383 0.827 0.501 0.875 0.383
r=3.9: 0.400 0.936 0.233 0.697 0.824 0.566 ©.958 0.157

Kazdy wiersz to inny rodzaj zachowania. Przy r = 2,8 populacja spoczeta na 0,643: to
stan ustalony. Przy r = 3,2 bez konca przeskakuje migdzy 0,513 a 0,799, rok wysoki,
rok niski: to cykl o okresie dwa. Przy r = 3,5 obiega cztery wartosci, od 0,383 do 0,875,
1 znowu te same cztery: cykl o okresie cztery. Przy r = 3,9 liczby skaczg bez zadnego
widocznego wzoru i, jak sprawdzisz nizej, zaden wzdr si¢ nie pojawia, choébys czekat
dowolnie dtugo.

Na rysunku 5.1 kazdy panel zaczyna si¢ od zamieszania, a trzy z czterech szybko tapig
swoj rytm. Czwarty nigdy.

Putapka

»Prosta regula daje proste zachowanie.” Wszystkie cztery panele pochodza z tej
samej linijki arytmetyki; zmienito si¢ tylko r, z 2,8 na 3,9. Zachowanie przeszto
od jednej spoczynkowej wartoSci do liczb, ktére nigdy si¢ nie powtarzajg. To,
jak skomplikowane wydaje si¢ zachowanie ukfadu, bardzo mato méwi o tym, jak
skomplikowana jest jego regula.
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Rysunek 5.1: Cztery ustawienia przez pierwsze szeScdziesiat krokow, wszystkie od
xo = 0,2. Zwr6¢ uwage, jak konczy sie kazdy panel: spoczynkiem, przeskakiwaniem,
obieganiem czterech wartosci i ciggtym skakaniem.

5.3 Stan ustalony i chwila, w ktorej puszcza

Punkt staty to warto$¢, ktorej reguta nie zmienia, a stan ustalony to punkt staty, na ktérym
orbita spoczeta. Odwzorowanie logistyczne zawsze ma jeden w x = 0: brak populacji
pozostaje brakiem populacji. Zeby znaleZ¢ drugi, zapytaj, kiedy 7 x (1 — x) réwna si¢ x.
Podziel obie strony przez x, a dostaniesz r (1 —x) = 1,czylil —x = 1/r,i

1

xF=1--.
r

Gwiazdka to zwyczajowe oznaczenie punktu statego.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 5.3
Dla r = 2 wzér daje x* = % Sprawdz, ze reguta naprawde nie zmienia % Co wzér
daje dlar =41 czy to tez si¢ zgadza?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. 2><%><%:%.Dlar:4daje%,a4x%x%:%.

Przy r = 2,8 wz6r daje 0,643, doktadnie tam, gdzie spoczat wydruk. Przy r = 3,2 daje
0,688 — a orbita zamiast tego krazy wokot tej wartosci, od 0,513 do 0,799. Punkt staly
istnieje; orbita nie chce na nim zostad.
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Rozdzial 3 wyjasnit to pomiarem. Przesun stan odrobine¢ od punktu statego 1 zréb jeden
krok: przesunigcie wraca pomnozone przez nachylenie reguty w tym miejscu. Jesli lezy
ono mie¢dzy —1 a 1, przesuni¢cia maleja i punkt staly si¢ utrzymuje; poza tym zakresem
rosng i orbita zostaje odepchni¢ta. Ujemne nachylenie dodatkowo przerzuca przesunigcie
na drugg stron¢ przy kazdym kroku. Funkcja biblioteki slope mierzy je, przesuwajac x o
jedng milionowa w kazda strone.

code/ch@5/fixed_p

oint.py

from chaoslab import logistic, slope

def fixed_point(r: float) -> float:
"""The value, other than zero, that the rule leaves unchanged."""

return 1.0 -

def main() -> Non
print(" r

x = fixed_point(r)

1.0/ r

@5

fixed point
for r in (2.8, 3.2, 3.5, 3.9):

slope there a nudge")

s = slope(logistic(r), x) # nudge x both ways, measure the move
fate = "shrinks" if abs(s) < 1 else "grows"
print(f"{r:.1f} {x:11.3f} {s:11.2f} {fate}")

Listing 5.3: Punkt staly i nachylenie reguly w tym miejscu

r fixed point

2.8 0.643
3.2 0.688
3.5 0.714
3.9 0.744

slope

there
-0.80
-1.20
-1.50
-1.90

a nudge
shrinks
grows
grows
grows

Kazde nachylenie wynosi 2 —r: 2 — 2,8 = -0,8, 2 — 3,2 = —1,2 i tak dalej. (Rachunek
rézniczkowy mowi, ze nachylenie » x (1 —x) tor (1-2x),awx = 1—1/r jest to doktadnie
2 —r.) Przy r = 2,8 przesunigcie przy kazdym kroku zmienia strone i maleje, wigc orbita
si¢ zbliza. Przy 3,2 zmienia stron¢ i ro§nie, wigc orbita zostaje odrzucona.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 5.4
Gdy podkrecasz r od 2,8 w gore, przy jakiej wartoSci nachylenie 2 — r osiaga —1, tak
ze punkt staly przestaje si¢ utrzymywac?

Odpowiedz, zanim péjdziesz dalej.

Odpowiedz. Przy r = 3, bo 2 — 3 = —1. Ponizej 3 stan ustalony si¢
utrzymuje; powyzej 3 puszcza.

To pierwsze miejsce, w ktérym pokretto zmienia rodzaj zachowania, i znalazte§ je recznie.
PrzejScie od dwdéch wartosSci do czterech nastepuje wyzej; rozdziat 8 znajduje, gdzie, i

wzor w tym, gdz

ie.
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Laboratorium 5.1 — Gdzie stan ustalony puszcza

Napisz fixed_point; slope_at, ktéra mierzy nachylenie w punkcie, przesuwajgc go
w obie strony; oraz holds, ktéra méwi, czy przesuni¢cie w punkcie staltym maleje.
Potem napisz lets_go, ktdra znajduje, gdzie holds zmienia si¢ na fatsz miedzy 2,5 a
3,5, dzielac przedzial na p6t raz za razem. Wynik powinien si¢ zgadzac z odpowiedzig
powyzej.

Plik startowy: code/labs/ch@5/105_01_stability.py

Test: code/labs/ch@5/test_105_01_stability.py

Uruchom: cd code && uv run pytest -k 105_01_stability

5.4 Pajeczyna na krzywej

Rozdziat 2 narysowat iteracje jako pajeczyne na linii prostej. Ten sam rysunek dziata dla
kazdej reguly. Narysuj wykres reguty, wysokos¢ r x (1 — x) dla kazdego x od 0 do 1: garb,
Najwyzszy w x = % Narysuj przekatna, na ktérej wysokoS¢ rowna si¢ x. Zacznij od xo na
dolnej krawedzi 1 idZ w gére do garbu: wysokos$¢, na ktdérg dojdziesz, to xi. IdZ poziomo
do przekatnej, co stawia ci¢ nad x;; w gore albo w dét do garbu po x;; znéw poziomo; i
tak dalej. Garb przecina przekatng w punkcie statym, gdzie nastgpna warto$¢ réwna si¢
obecnej. Funkcja biblioteki cobweb wypisuje narozniki tej Sciezki.

code/ch@5/cobweb_data. py

from chaoslab import cobweb, logistic

def main() -> None:
corners = cobweb(logistic(2.8), 0.2, 3) # three steps from 0.2
moves = ["start"] + ["up", "across"] x 3
for move, (x, y) in zip(moves, corners, strict=True):
print(f"{move:<7} x = {x:.3f} height = {y:.3f}")

Listing 5.4: Narozniki pajeczyny, trzy kroki

start X = 0.200 height = 0.000
up X = 0.200 height = 0.448
across X = 0.448 height = 0.448
up X = 0.448 height = 0.692
across x = 0.692 height = 0.692
up X = 0.692 height = 0.596
across x = 0.596 height = 0.596

Kazdy ruch up (w gore) laduje na garbie w nast¢pnej wartosci orbity, dla pierwszego
2,8 x0,2x0,8 = 0,448; kazdy ruch across (w poprzek) laduje na przekatnej na tej samej
wysokosci.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 5.5
Przy r = 2,8 pajeczyna zwija si¢ spiralnie do punktu przeciecia. Przy r = 3,2 orbita
w koricu bez korica przeskakuje miedzy dwiema wartoSciami. W jaki ksztalt uktada
si¢ jej pajeczyna?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. W zamkniety prostokat z dwoma naroznikami na garbie: w
gére do jednej warto$ci, poziomo, w dot do drugiej, poziomo i z
powrotem do poczatku.

r=2,8 r=32
10 —ﬁ/ 1.0 7 _—
¥ 0,5 0,5
=
0,0 T \ 0,0 T 1
0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
r=3,5 r=3,9
1,0 7 1,0 1 J—
1]
‘ =<
10,51 0,5
>§ A\
0,0 T \ 0,0 T \I
0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
Xn Xn

Rysunek 5.2: Pajeczyny dla czterech ustawien, kazda na wlasnym garbie z przekatng. Przy
r = 2,8 Sciezka zwija si¢ do Srodka; przy 3,2 1 3,5 zaczyna tuz obok przeci¢cia, zostaje
odepchnieta i uktada si¢ w zamknigta petle; przy 3,9 nigdy sie nie zamyka.

Spojrz, gdzie garb przecina przekatng na rysunku 5.2. Przy r = 2,8 opada przez punkt
przeciecia tagodniej, niz wznosi si¢ przekatna, i spirala si¢ zaciska. Przy 3,2 opada
bardziej stromo 1 Sciezka zaczgta obok przeciecia rozkreca si€ na zewnatrz, az zatrzyma
si¢ na prostokacie. Krzywa opadajaca doktadnie tak stromo, jak wznosi si¢ przekatna,
ma nachylenie —1: rysunek i pomiar si¢ zgadzaja. Przy 3,5 petla ma cztery narozniki na
garbie. Przy 3,9 Sciezka nigdy si¢ nie zamyka i powoli zapetnia caty pas.

5.5 Szukanie cyklu, takze daremne

Przy tysiacach liczb niech cykl odczyta komputer. Funkcja biblioteki period szuka w
ostatnich 128 wartoSciach orbity najmniejszej liczby catkowitej p takiej, ze kazda wartos¢
rowna si¢ tej o p krokéw pozniejszej, z doktadnoscig do jednej miliardowej. Zwraca to p
albo pythonowe stowo oznaczajace nic, None, gdy zadne p do 64 nie pasuje.
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code/ch@5/periods.py

from chaoslab import logistic, orbit, period

def main() -> None:
for r in (2.8, 3.2, 3.5, 3.9, 4.0):
xs = orbit(logistic(r), 0.2, 2000) # the start and 2000 steps
print(f"r = {r}: period {period(xs)}")

Listing 5.5: Pytanie o okres po dwdch tysigcach krokéw

r=2.8: period 1
r =3.2: period 2
r = 3.5: period 4
r =3.9: period None
r =4.0: period None

Detektor zgadza si¢ z wydrukiem: 1, potem 2 i 4. Przy r = 3,9 i przy r = 4, gérnym
konicu zakresu, nie znajduje nic.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 5.6

Przy r = 3,9 detektor nie znalazt na koricu dwdch tysiecy krokéw zadnego cyklu o
dtugosci do 64 krokow. Przypusémy, ze puscisz regule na sto tysiecy krokow. Czy
powtdrzenie w koricu si¢ pojawi?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. W stu tysigcach krokéw nie wraca ani jedna wartosS¢.

code/ch@5/never_repeats.py

from chaoslab import logistic, orbit

def main() -> None:
for r in (3.9, 4.0):
xs = orbit(logistic(r), 0.2, 100_000)
again = orbit(logistic(r), 0.2, 100_000)
print(f"r = {r}: {len(xs)} values, {len(set(xs))} different")
print(f" same start again, same list: {xs == again}")

Listing 5.6: Sto tysiecy krokdw w poszukiwaniu wartosci, ktora juz byta

3.9: 100001 values, 100001 different
same start again, same list: True

4.0: 100001 values, 100001 different
same start again, same list: True

=
1

S
1
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Zbior set w Pythonie przechowuje po jednej kopii kazdej réznej wartosci, wiec wartoS¢,
ktéra by wrdcita, zmniejszytaby drugg liczbe. Tak si¢ nie dzieje: wszystkie 100001
wartoSci sg rozne. To rozstrzyga sprawe dla tych 100 000 krokéw, bo gdyby jaka$ warto$¢
kiedy$ wrdcita, wrécitaby tez nastgpna — ta sama liczba zawsze daje t¢ samg nast¢png —
1 wszystko, co po niej: powstatby cykl. Skoro zadna wartoS¢ nie wraca, zaden cykl si¢
nie zaczal. Drugi wiersz kazdej pary przyda si¢ pdZzniej: ten sam poczatek, uruchomiony
ponownie, daje doktadnie te same liczby.

Putapka

»Skoro nie powtorzylo si¢ po tysigcu krokow, to zaraz si¢ powtorzy.”” Diugie
czekanie sprawia, ze powtdrzenie wydaje si¢ spéznione, tak jak moneta, ktéra pieé
razy pokazata orta, zdaje si¢ by¢ winna reszke. Orbita nic ci nie jest winna. Zaden cykl
jej nie przyciaga, a dluzsze liczenie daje tylko wiecej liczb, ktére nigdy wczesniej si¢
nie pojawily.

Czego tu nie dowodzimy

Przebieg programu to Swiadectwo, a nie dowdd. Dla r = 4 mozna udowodnié, ze z
niemal kazdego poczatku orbita nigdy si¢ nie powtarza; dla » = 3,9 Swiadectwem sg
obliczenia takie jak te. A komputer miesci tylko skonczenie wiele liczb miedzy 0 a
1, wiec obliczona orbita musi w koncu trafi¢ na warto$¢, ktorg juz miata, 1 wejS¢ w
cykl — po wigkszej liczbie krokéw, niz zrobit ten przebieg. Rozdziat 16 méwi, co to
znaczy dla symulacji.

Laboratorium 5.2 — Wlasny detektor cykli

Napisz settle, ktora puszcza regule bez patrzenia, a potem zachowuje kilka nastep-
nych wartoSci, oraz period, ktéra znajduje najmniejsze p, dla ktérego kazda wartosé
na liScie rOwna si¢ tej o p miejsc dalej, i zwraca None, gdy zadne p do ustalonej
granicy nie pasuje. Testy uzywaja wymyslonych list i orbit z tego podrozdziatu.

Plik startowy: code/labs/ch05/105_02_period.py
Test: code/labs/ch@5/test_105_02_period.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 105_02_period

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 5.7
Detektor znalazt cykl dlugosci cztery przy r = 3,5 1 nic przy 3,9. Czego spodziewasz
si¢ przy r = 3,83, troche ponizej 3,97

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Cyklu o okresie trzy. Po krétkim zamieszaniu orbita bez
konca obiega 0,156, 0,505 1 0,957.

Zaskakuje to niemal kazdego i stusznie. Podkrecanie pokretta nie czyni zachowania coraz
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Rysunek 5.3: Porzadek wewnatrz skakania. Przy r = 3,83 orbita przez chwile si¢ miota, a
potem wpada w cykl o dlugosci trzy; przy pobliskim » = 3,9 nigdy si€¢ nie ustala.

dzikszym w réwnym tempie: wsréd ustawieni, przy ktérych orbity skaczg bez wzoru, sg
waskie okna, w ktérych porzadek wraca. Gdzie leza 1 co oznacza cykl o dtugosci trzy, to
cze$¢ pelnego obrazu, ktory rysuje rozdziat 8.

5.6 Wyglada na losowe, a nie jest

Czas na nazwy. Regula jest deterministyczna, gdy terazniejszos$¢ catkowicie wyznacza
nastepny stan i nic nie zostaje przypadkowi, wigc ten sam poczatek zawsze daje t¢ sama
orbite. Widziates, ze odwzorowanie logistyczne takie jest: uruchomione dwa razy od 0,2,
dato te same sto tysigcy liczb co do ostatniej cyfry. Orbita jest chaotyczna, gdy pochodzi
z reguly deterministycznej, pozostaje w ograniczonym zakresie, nigdy nie wchodzi w
spoczynek ani w cykl — i, czego jeszcze nie zmierzyles, jest tak wrazliwa na poczatek, ze
kazda réznica w nim, chocby najmniejsza, w koricu rosnie, az dwie przysztosci nie maja
ze soba nic wspdlnego.

* 0d0,2 ®  0d0,200001
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Rysunek 5.4: Dwa przebiegi przy r = 3,9, 0d 0,21 od 0,200001, o jedng milionowa wyze;j.
Przez chwilg linie lezg jedna na drugiej; potem rozchodzg si¢ na dobre.

Ta ostatnia czeS$¢ to pomiar z rozdziatu 6; rysunek 5.4 jest tylko zapowiedzia. Razem daja
najdziwniejszy jak dotad fakt w tej ksigzce. Orbita przy r = 3,9 wyglada na losowa, a nie
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jest: kazda liczba w niej zostata doktadnie wyznaczona przez poprzednia. A jednak nie
przewidzisz jej daleko naprzdd, jesli nie znasz jej poczatku doktadniej, niz ktokolwiek
zna cokolwiek.

W 1976 roku Robert May, fizyk, ktéry przeszedt do ekologii, opublikowal w Nature
artykut przegladowy, ktérego tytut mowi to, co pokazat ten rozdziat: Simple mathematical
models with very complicated dynamics, czyli proste modele matematyczne o bardzo
skomplikowanej dynamice. Napisal go dla biologéw.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 5.8
Ekolog co lato przez dwadzieScia lat liczy owady na polu. Liczebnosci skacza w

gbre 1 w dot bez wzoru, ktérego ktokolwiek potrafitby si¢ dopatrzy¢. Co to méwi o
przyczynie?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Mniej, niz si¢ wydaje. Moze to sprawia¢ pogoda albo btedy
w liczeniu — albo wylacznie wlasna reguta wzrostu populacji.

Ta trzecia mozliwo$¢ byta sednem argumentu Maya. Nieregularne liczby z terenu zwykle
odczytywano jako §lad niespokojnego srodowiska albo niedoktadnego liczenia; odwzoro-
wanie logistyczne pokazuje, ze jedno pokolenie na rok i jedna prosta reguta wzrostu moga
dac taka sama nieregularnos$¢ bez zadnego zaktdcenia. May zakoriczyt apelem, ktéry sigga
poza ekologi¢: zeby uczniowie poznawali to rdwnanie wczesnie, bo intuicja wy¢wiczona
wylacznie na regutach prostoliniowych zostawia ludzi nieprzygotowanymi na to, co robig
reguly zakrzywione. Ty juz je poznales.

Putapka

,,Nieregularny wynik wymaga przypadkowej albo skomplikowanej przyczyny.”’
Wierszdlar = 3,9 w podrozdziale 5.2 powstat z tej samej linijki arytmetyki co wiersze
nad nim, bez zadnej losowosci. Nieregularny wynik moze pochodzi¢ z przypadku, ze
skomplikowanego mechanizmu albo z prostej reguty deterministycznej, a sam wynik
nie mowi, z ktérego. Rozdziat 15 uczy, jak je od siebie odrdznid.

Gdzie to spotkasz

Nauka o rybotéwstwie spotyka to samo zachowanie w innym wzorze. Model
zaleznosci stado-rekrutacja Williama Rickera z 1954 roku, wigzacy liczbe ryb, ktore
odbyly tarto w danym roku, z liczba miodych, jakie wydaty, to jednolinijkowa reguta
tego samego rodzaju: wzrost, ktéry zwalnia, gdy liczebno$¢ ro$nie, pokolenie po
pokoleniu. Podkre¢ w nim tempo wzrostu, a przejdzie, w tej samej kolejnosci co
odwzorowanie logistyczne, od stalego stada przez naprzemienne lata obfitosci i
nedzy do nieregularnych wahan. Potéw, ktéry waha si¢ z roku na rok, sam w sobie
nie dowodzi, ze winna jest pogoda.

Jedna linijka, jedno pokretto: stan ustalony, cykle dlugosci dwa 1 cztery, orbity, ktére
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nigdy si¢ nie powtarzaja, 1 wyspy porzadku mi¢dzy nimi. Brakuje jeszcze miary tego, jak
nieprzewidywalny jest ten chaos. Rozdziat 6 liczy kroki, po ktérych dwa bliskie poczatki
sie rozchodza, rozdzial 7 zamienia to w jedng liczbe, a rozdziat 8 rysuje kazde ustawienie

pokretta na jednym obrazie.

Podsumowanie

Odwzorowanie logistyczne, x,.; = r x, (1 — x,,), to reguta prostoliniowa z
jednym dodatkowym mnozeniem, sprz¢zeniem zwrotnym 1 — x,,. Dla r nie
wickszego niz 4 liczba x pozostaje miedzy O a 1.

Krecenie r daje stan ustalony przy 2,8, cykl o okresie dwa przy 3,2, cykl
o okresie cztery przy 3,5, a przy 3,9 orbite, ktéra nigdy si¢ nie ustala ani nie
powtarza.

Punkt staly to x* = 1 — 1/r, a nachylenie w nim wynosi 2 — r, wigc stan
ustalony utrzymuje si¢ dla r ponizej 3.

Paje¢czyna zwija si¢ do punktu stalego, ktdry si¢ utrzymuje, zostaje odepchnigta
od takiego, ktdry si¢ nie utrzymuje, uktada si¢ w zamknieta petle dla cyklu, a
przy 3,9 nigdy si¢ nie zamyka.

Detektor cykli podaje 1, 2, 4, a potem None, co znaczy ,,nie znaleziono”, nigdy
,;udowodniono chaos”. W stu tysigcach krokow nie wraca zadna wartosc¢; przy
3,83 okno kryje cykl o dlugosci trzy.

Deterministyczny: ten sam poczatek, ta sama orbita, za kazdym razem.
Chaotyczny: deterministyczny, ograniczony, nigdy si¢ nieustalajacy, wrazliwy

Czy potrafisz?

na poczatek. Wyglada na losowy, a nie jest — przestroga Maya z 1976 roku.

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmyslan: wr6¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz

odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;.

iterowaé odwzorowanie logistyczne recznie przez krok lub dwa, a w LJ2[ ]3] J4[ 15[ ]
Pythonie przez tyle krokéw, ile zechcesz

znalez¢ stan ustalony odwzorowania dla danego r i na podstawie ]2 ]3]0 14 15[ ]
nachylenia w tym punkcie powiedzieé, czy si¢ utrzymuje

narysowac diagram pajeczynowy dla zakrzywionej reguly i odczytacz 1] |2 |3[ [4[ |5 ]
niego, co zrobi orbita

odrézni¢ stan ustalony, cykl i orbite, ktéra nigdy si¢ nie powtarza, oraz 1| [2[ [3[ [4][ |5] |
powiedzied, co program szukajacy cykli moze, a czego nie moze

stwierdzi¢

powiedzied, co znaczy deterministyczny i chaotyczny i dlaczego IJ20 30 140 15[ ]

wygladac na losowe to nie to samo, co by¢ losowym
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Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyl, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1
2
3.
4

b

. Dlar =31xp=0,51ile wynoszg x1 1 x2?

. Gdzie lezy niezerowy punkt staly dla r = 2,5 i czy si¢ utrzymuje?

Przy r = 3,2 punkt staly lezy w 0,688, a jednak orbita w nim nie zostaje. Dlaczego?

. Pajeczyna uktada si¢ w zamknieta petle z czterema naroznikami na garbie. Co robi

orbita?
Detektor cykli zwraca None. Co mozesz stwierdzié, a czego nie?

Roczne liczebnosci populacji zwierzat skacza bez wzoru. Wymien trzy mozliwe
przyczyny.

Co znaczy, ze odwzorowanie logistyczne jest deterministyczne, 1 jak jego wynik
moze mimo to wyglada¢ na losowy?



ROZDZIAL 6

Efekt motyla, zmierzony

Rozdziat 1 zakonczyt? si¢ pytaniem, na ktére odpowiedziat tylko dla fagodnych modeli.
Jesli reguta jest doktadna, to czy przysztoS¢ jest znana? W przypadku stygnacej herbaty
odpowiedZ brzmiata: prawie tak. Dwa kubki, ktére zaczynaly z r6znicg jednego stopnia, z
kazda minutg zblizaly si¢ do siebie, wiec termometr, ktéry na poczatku troche si¢ mylit,
pézZniej prawie nie miat znaczenia.

Ten rozdzial zadaje to samo pytanie jednolinijkowej regule z rozdziatu 5 1 mierzy
odpowiedz. Uruchom regute dwa razy, z dwoch liczb, ktére réznig si¢ na dziesigtym
miejscu po przecinku — sg sobie blizsze, niz jakikolwiek termometr, linijka czy waga
kuchenna mogtyby kiedykolwiek odrézni¢ — i pozwdl obu biec. Jak dtugo pozostang
razem? Odpowiedz to liczba krokéw, jest taka sama na kazdym komputerze i jest krétka.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:
* uruchomi¢ jedng regule z dwdch bliskich punktéw startowych 1 odczytaé oba
przebiegi obok siebie

* zmierzy¢ réznice¢ miedzy dwoma przebiegami krok po kroku i odczytaé ja w
skali logarytmicznej

* powiedzie¢, co znaczy wrazliwoS¢ na warunki poczatkowe, w kategoriach czegos,
co da si¢ zmierzy¢

* wyjasni¢ za pomocg odwzorowania podwajajacego, dlaczego prognoza si¢ konczy

* powiedziec, dla danego btedu punktu startowego, mniej wigcej przez ile krokéw
przewidywanie pozostaje uzyteczne

* 0dr6zni¢ determinizm od przewidywalnoSci 1 wiernie opowiedzie¢ o odkryciu
Lorenza

6.1 Dwa punkty startowe, jedna dziesi¢ciomiliardowa

Reguta z rozdziatu 5 to x,,+1 = r x,(1 — x,,). Stowami: wezZ liczbg x,,, ktérg masz po n
krokach, pomnéz ja przez 1 — x,, i przez pokretto r, a wynikiem jest nastepna liczba, x,41.
W tym rozdziale pokretio ustawiamy na r = 4, najwigksza wartos¢, przy ktérej kazde x
pozostaje miedzy O a 1.

WezZ dwa punkty startowe: 0,2 oraz 0,2000000001. R6znig si¢ o jedng dziesi¢ciomiliar-
dowa, 1071%: przecinek, dziewie¢ zer i jedynka. Przebiegi, ktére z nich wyjda, nazwijmy
bliZniakami.

67
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 6.1

Uruchom regute z obu punktéw. Mniej wigcej przez ile krokéw oba przebiegi
pozostang od siebie blizej niz o 0,1: okoto dziesigciu, okoto trzydziestu, okoto trzech
tysiecy czy zawsze?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Okoto trzydziestu. Oba przebiegi po raz pierwszy réznig
si¢ o wiecej niz 0,1 w kroku 30.

Wigkszo$¢ ludzi zgaduje tysigce albo ,,zawsze”, bo réznica na dziesigtym miejscu po
przecinku wydaje si¢ zadna réznica. Dla herbaty rzeczywiScie by nig nie byla. Oto
program, ktory to rozstrzyga.

code/ch@6/twins. py

START = 0.2
NUDGE = 1e-10 # one part in ten billion
rule = logistic(4.0) # x > 4 x x * (1 - x)

def twin_runs(steps: int) -> tuple[list[float], list[float]]:
"""Run the rule from START and from START + NUDGE; keep every step."""
a, b = [START], [START + NUDGE]
for _ in range(steps):
a.append(rule(al-11))
b.append(rule(b[-11))
return a, b

Listing 6.1: Dwa przebiegi jednej reguty z dwdch bliskich punktéw startowych

logistic(4.0) to reguta z rozdziatu 5 z pokrettem ustawionym na 4, wzieta z chaoslab,
malej biblioteki, z ktorej korzystajg programy wszystkich rozdziatéw. twin_runs prowadzi
dwie listy, a i b, 1 w kazdym kroku podaje ostatnig liczbe kazdej z nich z powrotem tej
samej regule. Potem program wypisuje obie listy co piaty krok:

step 0: 0.2000000000 ©.2000000001
step 5: 0.5854205387  ©.5854205348
step 10: 0.1478365599  0.1478366508
step 15: 0.0039360251 0.0039365381
step 20: 0.8200138734 ©.8199131530
step 25: 0.9863789723  ©.9873341848
step 30: 0.3203424285 0.2030211838
step 35: 0.1535471506  ©.4653612556
step 40: 0.0978744041 0.8017408721

Czytaj obie kolumny od gory. Az do kroku 16 przebiegi r6znig si¢ o mniej niz jedna
milionowa 1 kazdy, kto przestalby czyta¢ w tym miejscu, uznatby je za ten sam przebieg.
W kroku 20 réznig si¢ mniej wiecej o jedng dziesieciotysigczng. W kroku 30 nie zgadzajg
si¢ nawet na pierwszym miejscu po przecinku, a od tej chwili sa dwiema niezwigzanymi
ze soba listami liczb.
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Rysunek 6.1: Dwa przebiegi z listingu, krok po kroku. Biegng jedng Sciezka mniej wigcej
do kroku 30 (linia kropkowana), a po nim dwiema niezwigzanymi.

6.2 Roznica si¢ podwaja

W rozdziale 1 obserwowates roznice miedzy dwoma kubkami. Zréb to samo tutaj. Ponizszy
program uruchamia oba punkty startowe, zapisuje odlegto§¢ miedzy przebiegami po
kazdym kroku i wypisuje obok, ile wynositaby ta réznica, gdyby podwajata si¢ doktadnie w
kazdym kroku. Najpierw pytanie, na ktére odpowiesz arytmetyka podwajania z rozdziatu 2.

Zatrzymaj sie i pomysl 6.2
Jesli réznica podwaja si¢ w kazdym kroku, to ile krokéw potrzeba, zeby wzrosta

tysigc razy? A miliard razy?
Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Dziesieé krokéw na wzrost tysigckrotny, bo 2!0 = 1024,
Trzydziesci na miliardkrotny, bo miliard to tysigc razy tysigc razy tysiac.

Od jednej dziesieciomiliardowej do jednej dziesiatej jest doktadnie miliard razy. Jesli
wiec roznica podwaja sie¢ w kazdym kroku, blizniaki powinny si¢ rozejS¢ mniej wigcej w
trzydziestym kroku i doktadnie tak si¢ stalo. Sprawdz to krok po kroku:

code/ch@6/gap.py
gaps = separation(rule, START, NUDGE, 45)
print("step gap if it doubled")
for n in range(@, 46, 5):
print(f"{n:4d} {gaps[n]:9.2e} {NUDGE * 2**n:14.2e}")

Listing 6.2: R6znica migdzy blizniakami obok réznicy, ktéra podwaja si¢ doktadnie

step gap if it doubled
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0 1.00e-10 1.00e-10
5 3.94e-09 3.20e-09
10 9.09%e-08 1.02e-07
15 5.13e-07 3.28e-06
20 1.01e-04 1.05e-04
25 9.55e-04 3.36e-03
30 1.17e-01 1.07e-01
35 3.12e-01 3.44e+00
40 7.04e-01 1.10e+02
45 1.81e-01 3.52e+03

Az do kroku 30 obie kolumny dotrzymuja sobie kroku. Krok po kroku zmierzona réznica
jest poszarpana — niektére kroki mnozg jg prawie przez cztery, kilka ja zmniejsza — ale
na przestrzeni wielu krokéw Srednio si¢ podwaja. Wzrost o ten sam czynnik w kazdym
kroku to wzrost wyktadniczy z rozdziatu 2, prawo procentu sktadanego. Tam rosty twoje
oszczednoSci. Tu ros$nie twoj btad.

To jest wlasciwos$¢, od ktorej rozdziat bierze nazwe. Reguta ma wrazliwosé na warunki
poczgtkowe, gdy odpycha od siebie bliskie punkty startowe, a réznica miedzy nimi
ro$nie mniej wiecej o ten sam czynnik w kazdym kroku, az oba przebiegi nie maja ze
soba nic wspdlnego. Im blizej siebie startuja, tym dluzej to trwa, ale nigdy nie trwa
wiecznie. Herbata z rozdzialu 1 mnozyta swoja réznice przez 0,9 co minute; odwzorowanie
logistyczne przy r = 4 mnozy ja Srednio przez dwa. Jeden czynnik mniejszy od jednosci,
drugi wiekszy: na tym polega cata r6znica mi¢dzy modelem, ktdry ci wybacza, a takim,
ktéry nie wybacza.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 6.3
Kolumna podwajania ro$nie dalej po kroku 35, przekracza jedynke, a potem setke.
Dlaczego zmierzona réznica przestaje za nig nadazac?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Kazde x lezy miedzy O a 1, wigc dwa z nich nigdy nie
mogg by¢ od siebie dalej niz o 1. Gdy réznica osiaggnie rozmiar calego
przedziatu, nie moze juz rosng¢: btaka sie, Srednio wynoszac okoto 0,4.

W skali logarytmicznej, w ktdrej kazdy krok w gore to dziesigciokrotno$é, cata historia to
linia prosta i sufit. Poréwnaj to z rysunkiem herbaty z rozdziatu 1: tam prosta opadata, tu
si¢ WZznosi.

chaoslab

chaoslab ma dwie funkcje dla tego rozdziatu. separation uruchamia regute z dwéch
punktow startowych i zwraca ich odlegtos¢ po kazdym kroku, czyli to, co wypisat
powyzszy listing; steps_until_apart zwraca pierwszy krok, w ktorym ta odlegtos¢
przekracza wybrang przez ciebie tolerancje. Laboratorium ponizej prosi cie, zeby$
napisal obie sam, zanim im zaufasz.




6. Efekt motyla, zmierzony 71

10" A I
- caty przedziat
.......................................................................................................................... L T T T LT T o Y ST U
P P U L (Y oL@ ‘
- o ° o o e ® o° e o
= 107" 4 e ° % o0 °
E I.‘ o.
&n P
9 1073 _ /"’.
S Ly
S s o
& 107 _-®
=) 7 e
7 e
S 107 Le” e
E] > °
' .,./‘ °
107 ,i’ ®  zmierzona réznica
p> -==- podwajanie w kazdym kroku
1071 T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60
krok

Rysunek 6.2: Réznica miedzy dwoma przebiegami w skali logarytmicznej. Wspina sig,
nieréwno, wzdluz przerywanej linii podwajania, az osiagnie rozmiar catego przedziatu i
nie moze wspiac si¢ wyzej.

Laboratorium 6.1 — Kiedy dwa przebiegi si¢ rozchodza?

Napisz gaps, ktore uruchamia regute z dwoch punktéw startowych i zapamietuje
odlegtos$¢ miedzy nimi w kazdym kroku, oraz first_apart, ktére zwraca pierwszy
krok, w ktérym ta odlegto$¢ przekracza tolerancje, albo None, jesli nigdy jej nie
przekracza. Obie przyjmujg regule jako funkcje, wiec test sprawdza je takze na
herbacie z rozdzialu 1: jej dwa kubki nigdy si¢ nie rozchodza. Dla blizniakéw, z
tolerancjg 0,1, twoja odpowiedZ musi brzmie¢: krok 30.

Plik startowy: code/labs/ch06/106_01_apart.py
Test: code/labs/ch@6/test_106_01_apart.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 106_01_apart

6.3 Skad bierze si¢ podwajanie

Dlaczego réznica miataby si¢ podwajac¢? Dla odwzorowania logistycznego odpowiedz
wymaga troche algebry 1 daje ja rozdziat 7. Jest prostsza reguta, w ktérej odpowiedz widac
od razu: odwzorowanie podwajajgce. Podwdj liczbe, a jesli wynik wynosi 1 lub wigce;,
odejmij 1. Zapisuje si€ je x,+1 = 2x, mod 1, gdzie mod1 znaczy ,,zostaw tylko cze$¢ po
przecinku”.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 6.4

Zacznij od 0,625. Zapisz 1, jesli liczba lezy w gérnej potowie (0,5 lub wiecej), albo
0, jesli w dolnej, potem zastosuj odwzorowanie podwajajgce i powtarzaj, az zapiszesz
trzy cyfry.

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.
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Odpowiedz.

0,625 lezy w gornej potowie: 1. Po podwojeniu daje 1,25, a po odjeciu 1 zostaje
0,25, w dolnej potowie: 0. Podwojone jeszcze raz daje 0,5, w gérnej potowie: 1.
Zapisates 1, 0, 1.

Teraz zapisz 0,625 w systemie dwdjkowym. W ulamkach dziesi¢tnych, ktoérych uczytes
sie¢ w szkole, cyfry po przecinku licza dziesiate, setne 1 tysieczne. W systemie dwojkowym
licza potéwki, ¢wiartki 1 6semki, a kazda cyfra to O albo 1. Poniewaz 0,625 to % + %,
w systemie dwdjkowym zapisuje si€ jg jako 0,101: doktadnie te trzy cyfry, ktére przed
chwilg zapisates.

To nie przypadek. Podwojenie liczby dwdjkowej przesuwa kazda cyfre o jedno miejsce
w lewo, tak jak mnozenie przez dziesi¢¢ przesuwa cyfry dziesietne, a odjecie 1 usuwa
cyfre, ktéra przekroczyta przecinek. Pierwsza cyfra po przecinku méwi, w ktérej potowie
lezy liczba. Odwzorowanie podwajajace odczytuje wiec cyfry dwdjkowe swojego punktu
startowego, po jednej na krok: cata jego przyszios¢ jest z géry zapisana w coraz dalszych
cyfrach terazniejszosSci. Ponizszy program sprawdza to dla dwéch punktow startowych z
tego rozdziatu.

code/ch@6/digits.py

def binary_digits(x: float, n: int) -> str:
"""The first n binary digits of x after the point.

X * 2xxn moves the point n places right, int() drops what is left
over, and format(..., "b") writes the whole number in binary.

return format(int(x * 2x*n), f"@{n}b")

def sides(x: float, n: int) -> str:
"""Run the doubling map n steps: 1 in the upper half, @ in the lower.
out = ""
for _ in range(n):
out += "1" if x >= 0.5 else "0"
x = doubling(x)
return out

Listing 6.3: Cyfry dwdjkowe policzone wprost i odczytane przez odwzorowanie
podwajajace

digits of 0.2000000000: 0011001100110011001100110011001100110011
doubling map sides: 0011001100110011001100110011001100110011
digits of 0.2000000001: 0011001100110011001100110011001110100001
doubling map sides: 0011001100110011001100110011001110100001

Dla kazdego punktu startowego cyfry i zapis odwzorowania podwajajacego — gorna czy
dolna potowa — to ten sam cigg. Oba punkty startowe majg wspdlne pierwsze 32 cyfry
dwdjkowe, wiec odwzorowanie trzyma je po tej samej stronie przez dokfadnie 32 kroki, a
potem zaczyna odczytywac cyfry, ktérymi si¢ réznia.

To jest wrazliwoS¢ na warunki poczatkowe bez zadnych tajemnic. Pomiar podaje ci
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pierwsze tyle a tyle cyfr stanu; reguta zuzywa jedna cyfre na krok; gdy zmierzone cyfry si¢
wyczerpig, prognoza zalezy od cyfr, ktérych nikt nie zmierzyt. Dziesi¢¢ to troche wigcej
niz 2 X 2 X 2 = 8, wiec jedna cyfra dziesi¢tna niesie troch¢ wiecej niz trzy dwdjkowe, a
dziesi¢¢ miejsc po przecinku — troche ponad trzydziesci. Komputer tez przechowuje tylko
tyle a tyle cyfr dwdjkowych kazdej liczby; co to robi z obliczeniami chaotycznymi, jest
tematem rozdziatu 16.

REGULA

zuzywa cyfre na krok
START PROGNOZA

znamy kilka cyfr do wyczerpania cyfr

Rysunek 6.3: Dlaczego prognoza chaotyczna si¢ koriczy. Punkt startowy znamy do kilku
cyfr, a reguta zuzywa je krok po kroku; gdy si¢ wyczerpig, prognoza opiera si¢ na cyfrach,
ktorych nikt nie zmierzyt.

Laboratorium 6.2 — Znane cyfry, przewidziane kroki

Napisz shared_digits, ktdre liczy, ile poczatkowych cyfr dwdjkowych majg wsp6lnych
dwie liczby, oraz steps_together, ktére uruchamia odwzorowanie podwajajace na
obu i liczy kroki, zanim znajda si¢ po réznych stronach potowy. Test sprawdza,
ze obie liczby zgadzaja si¢ dla wielu par, a dla dwéch punktéw startowych z tego
rozdziatu obie wynosza 32.

Plik startowy: code/labs/ch06/106_02_digits.py
Test: code/labs/ch0o6/test_106_02_digits.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 106_02_digits

6.4 Ile jest warta cyfra

Odwzorowanie podwajajace mowi, ze kazda poprawna cyfra dwdjkowa punktu startowego
daje o jeden krok prognozy wiecej. Odwzorowanie logistyczne przy r = 4 nie jest
odwzorowaniem podwajajacym, ale widziales, ze jego r6znica Srednio si¢ podwaja, wiec
ta sama wymiana powinna dla niego obowigzywac, w przyblizeniu. To da si¢ zmierzyc.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 6.5

Blizniaki, ktérych punkty startowe zgadzaty si¢ do dziesi¢ciu miejsc po przecinku,
pozostawatly blizej niz o 0,1 przez mniej wigcej trzydziesci krokéw. Przyrzad sto
razy doktadniejszy datby ci dwanascie miejsc po przecinku. Mniej wigcej ile krokow
wtedy: okoto trzydziestu siedmiu czy okoto szeSc¢dziesieciu?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.
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Odpowiedz. Okoto trzydziestu siedmiu. Sto to mniej wiecej 27 = 128,
wiec btad sto razy mniejszy potrzebuje mniej wiecej siedmiu podwojen
wigcej, zeby nadrobic réznice.

Dwa razy wigcej cyfr nie daje dwa razy dtuzszej prognozy. Ponizszy program sprawdza t¢
arytmetyke na tysigcu punktow startowych roztozonych réwno miedzy O a 1, bo kazdy
pojedynczy punkt moze mie¢ szczgscie albo pecha: dla kazdej wielkoSci btedu liczy kroki,
zanim prognoza pomyli si¢ o wiecej niz 0,1, 1 uSrednia.

code/ch@6/worth.py

TOL = 0.1 # "no longer useful"
STARTS = [(i + ©0.5) / 1000 for i in range(1000)]
ERRORS = {2: 1e-2, 4: 1e-4, 6: le-6, 8: 1e-8, 10: 1e-10, 12: 1e-12}

def average_steps(error: float) -> float:
"""Steps a forecast stays within TOL, averaged over every start.
total = @
for x@ in STARTS:
total += steps_until_apart(rule, x@, error, TOL)
return total / len(STARTS)

nnn

Listing 6.4: Kroki, ktére przetrwa prognoza, uSrednione po tysiagcu punktéw startowych

start known to 2 decimal places: 4.1 steps
start known to 4 decimal places: 10.8 steps
start known to 6 decimal places: 17.4 steps
start known to 8 decimal places: 24.1 steps
start known to 10 decimal places: 30.6 steps
start known to 12 decimal places: 37.3 steps

Kazde dwa miejsca po przecinku dodaja mniej wigcej siedem krokéw, wigc kazde jedno
dodaje okoto 3,3, i to jest arytmetyka odwzorowania podwajajacego: cyfra dziesi¢tna jest
warta troche wiecej niz trzy dwojkowe. Przeczytaj tabele w druga strone, a odpowie na
pytanie, ktére zadaje kazdy, kto prognozuje. Zmierz punkt startowy do dwéch miejsc po
przecinku, a prognoza wytrzyma okoto 4,1 kroku; do dziesieciu — okoto 30,6; heroiczna
doktadnos¢, dwanascie miejsc, daje 37,3. Rozdziat 7 zamienia t¢ tabele w jedna liczbe dla
dowolnego uktadu chaotycznego i we wzor na to, jak daleko naprzéd da si¢ go przewidziec.
Tu wystarczy, ze umiesz to zmierzyc.

6.5 Wydruk Lorenza

W 1961 roku meteorolog Edward Lorenz z Massachusetts Institute of Technology
uruchamial na komputerze maty model pogody. Chcac jeszcze raz przyjrzec si¢ jednemu
fragmentowi obliczeni, wznowit je od Srodka, wpisujac liczby z wydruku weze$niejszego
przebiegu. Wydruk pokazywat trzy miejsca po przecinku, 0,506, podczas gdy maszyna
przechowywata sze$¢, 0,506127. Nowy przebieg przez jakis czas szedl za starym, potem
sie od niego oddalit, az obie prognozy przestaly mie¢ ze soba cokolwiek wspdlnego.
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Réznica migdzy punktami startowymi, mniej wigcej jedna cz¢$¢ na cztery tysiace, byla
btedem tego rodzaju, o ktérym zaktadat, ze nie ma znaczenia.

Odwzorowanie logistyczne potrafi odtworzy¢ ten przypadek. Uruchom je z peine;j
liczby, jeszcze raz z pelnej liczby i raz z liczby z wydruku.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 6.6
Przypusémy, ze Lorenz wpisalby wszystkie szeS¢ miejsc po przecinku, 0,506127,
doktadnie te¢ liczbe, ktora przechowywata maszyna. Czy jego drugi przebieg zgodzitby
si¢ z pierwszym?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Tak, cyfra po cyfrze i krok po kroku. W regule nie ma
przypadku: ten sam punkt startowy zawsze daje t¢ sama przysztosc.

code/ch@6/printout.py

FULL = 0.506127 # what the machine held
PRINTED = 0.506 # what the printout showed: three decimal places

first = orbit(rule, FULL, 20)
again = orbit(rule, FULL, 20) # the same start, typed in full
rounded = orbit(rule, PRINTED, 20) # the start copied off the printout

Listing 6.5: Wydruk Lorenza odtworzony na odwzorowaniu logistycznym

step first again  rounded
@ 0.506127 0.506127 0.506000
2 0.000601 0.000601 ©.000576
4 0.009580 0.009580 0.009188
6 0.146050 0.146050 ©.140356
8 ©0.999995 0.999995 0.998792
10 0.000081 0.000081 0.019207
12 0.001290 0.001290 0.278701
14 0.020504 0.020504 0.630075
16 0.295517 ©.295517 ©@.252392
18 ©.557118 0.557118 0.740388
20 0.051519 ©0.051519 0.710870

again == first, every digit of every step: True

Kolumna again to powtdrzony pierwszy przebieg, a program poréwnuje kazda jej liczbe
z pierwszym przebiegiem i wypisuje True. Kolumna rounded zaczyna 0,000127 dalej i
rozni si¢ o wiecej niz 0,1 w kroku 12, weczesniej niz bliZzniaki, bo jej btad byt na starcie
znacznie wigkszy.
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Putapka

»Jesli uruchomie¢ model chaotyczny jeszcze raz, dostane coS innego.”” Nie z tego
samego punktu startowego. Regula chaotyczna to maszyna jak kazda inna: to samo
wejScie daje to samo wyjscie, co do cyfry, jak pokazuje kolumna again. Przysztos¢
zmienia zmieniony punkt startowy, chocby najmnie;j. Jesli ponownie uruchamiasz
model komputerowy i dostajesz inng odpowiedz, co§ si¢ zmienifo — punkt startowy,
regulfa albo arytmetyka — a rozdziat 16 jest o tej ostatnie;j.

W 1972 roku Lorenz wygtlosit wyktad, ktdrego tytul pytal, czy trzepot skrzydet motyla w
Brazylii moze wywota¢ tornado w Teksasie. Sformutowanie si¢ przyjeto i od tamtej pory
wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe nazywa si¢ efektem motyla. Jego wtasne rownania i
ksztalt, ktdry rysuja, naleza do rozdziatu 9.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 6.7
Tornado uderza w Teksas. Przypusémy, ze mozesz uruchomic¢ atmosfere jeszcze raz

od chwili sprzed dwdch tygodni, usuwajac jeden trzepot skrzydet jednego motyla.
Czy tornado by znikneto?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Moze tak, moze nie, i nikt nie potrafitby powiedzie¢ tego z
g6ry. Ponowny przebieg to inna atmosfera: moze nie mie¢ tornada, mie¢
tornado gdzie indziej albo mimo wszystko mie¢ je w Teksasie.

Pulapka

»Motyl wywoluje tornado.” Pytanie Lorenza dotyczyto przewidywania, nie sily.
Energia burzy pochodzi z atmosfery, nie od owada. Usufi trzepot, a pogoda péjdzie
inng Sciezka, na ktérej tornado moze by¢ albo nie; kazdy inny trzepot, podmuch i
oddech robi to samo, wigc zaden z nich z osobna nie jest przyczyng. W odtworzeniu
powyzej trzy odrzucone cyfry nie sprawily, ze zaokraglony przebieg stal si¢ tym,
czym si¢ stal: sprawila to reguta dzialajaca na caty punkt startowy. Motyl pokazuje,
ze pogoda za dwa tygodnie zalezy od szczegdtéw, ktérych nikt nie potrafi zmierzyd.

6.6 Deterministyczny, a mimo to nieprzewidywalny

W tym rozdziale dwa stowa wykonywaly dwie rézne prace i trzeba je nazwac. Reguta jest
deterministyczna, gdy ten sam punkt startowy zawsze daje t¢ sama przysztos¢: zadnych
koSci, zadnego przypadku. Uktad jest przewidywalny w pewnym zakresie, gdy punkt
startowy, ktory naprawde da si¢ zmierzy¢, wyznacza jego przyszto$¢ w tym zakresie.
Herbata jest i taka, i taka. Odwzorowanie logistyczne przy r = 4 jest deterministyczne —
sprawdziliSmy to powyzej, cyfra po cyfrze — a mimo to nieprzewidywalne dalej niz na
kilkadziesiagt krokow, bo zaden zmierzony punkt startowy nie ma dos¢ cyfr.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 6.8
Odwzorowanie logistyczne przy r = 4 skacze bez zadnego wzoru, ktéry oko mogloby
dostrzec, 1 nikt nie potrafi go dtugo przewidywac. Czy jego wyniki s3 losowe?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Kazda liczba wynika doktadnie z poprzedniej i
mozesz policzy¢ calg list¢ jeszcze raz, odzyskujac kazda cyfre. Nie da
si¢ zdoby¢ punktu startowego, a nie reguly.

Putapka

,»»Chaos oznacza losowos¢.” Chaos jest przeciwieristwem przypadku. Uktad cha-
otyczny w kazdym kroku doktadnie trzyma si¢ swojej reguly; to, co wyglada na
losowosé, to reguta odczytujaca, krok po kroku, cyfry punktu startowego, ktérych
nikt nie zna. Cigg losowy w ogéle nie ma reguly. Cigg chaotyczny ma regule, ktorej
nie da si¢ wyprzedzi¢. Jak odrézni¢ jedno od drugiego, gdy masz tylko dane, to
pytanie rozdziatu 15.

Gdzie to spotkasz

Rzut monetg rozstrzyga spory wlasnie dlatego, ze nikt nie potrafi go przewidzie¢, a
przeciez wirujaca moneta podlega prawom Newtona tak samo jak kamien. Statystyk
Persi Diaconis 1 jego wspotpracownicy zlecili budowe maszyny, ktora za kazdym
razem wyrzuca monete¢ tak samo, 1 moneta za kazdym razem upada ta sama
strong do gory. Kciuk nie potrafi powtorzy¢ rzutu az tak doktadnie, wigc wynik
prawdziwego rzutu zalezy od réznic zbyt matych, zeby nad nimi zapanowac. Moneta
jest deterministyczna, a w twojej dtoni — nieprzewidywalna.

Demon Laplace’a z rozdziatu 1 potrzebowatl doktadnie znac regule i teraZniejszos¢. Ten
rozdzial wycenit stowo doktadnie. W przypadku odwzorowania logistycznego kazdy krok
naprzdd kosztuje jedng cyfre dwojkowa terazniejszosci wiecej, wiec widzenie bez konica
wymaga nieskoniczenie wielu cyfr, a przyrzad, ktdry jest zaledwie znakomity, widzi na
kilkadziesiat krokow, a potem nic. Mechanizm zegara jest nietkniety. To tarczy zegara nie
da si¢ odczyta¢ dos¢ doktadnie.

Podsumowanie

* Dwa przebiegi odwzorowania logistycznego przy r = 4, ktére startuja o jedng
dziesieciomiliardowg od siebie, zgadzajg si¢ co do jednej milionowej przez 16
krokéw 1 réznig si¢ o wiecej niz 0,1 od kroku 30: policzone dokfadnie, tak
samo na kazdym komputerze.

* Ich réznica w przyblizeniu podwaja si¢ w kazdym kroku, co jest wy-
ktadniczym wzrostem btedu, az osiagnie rozmiar catego przedziatu. To jest
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wrazliwos$¢ na warunki poczatkowe: w skali logarytmicznej prosta w gore, a
potem sufit.

Odwzorowanie podwajajace odczytuje cyfry dwdjkowe swojego punktu
startowego, po jednej na krok, wiec jego przyszios¢ jest zapisana w cyfrach
terazniejszosci, ktérych nie ma zaden pomiar.

Kazda poprawna cyfra dziesi¢tna punktu startowego daje tylko okoto 3,3 kroku
prognozy wiecej: dwa razy wigcej cyfr to nie dwa razy dluzsza prognoza.

Zaokraglony restart Lorenza odtworzony na odwzorowaniu logistycznym:
pelny punkt startowy daje identyczny przebieg, zaokraglony si¢ rozchodzi.

Efekt motyla dotyczy przewidywania, nie przyczyn.

Reguta moze by¢ deterministyczna, a mimo to nieprzewidywalna: chaos to
nie przypadek, a ponowne uruchomienie z tego samego punktu startowego

daje te samg przysztosc.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlar: wré¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz

odpowiedz na jego pytania, zanim pdéjdziesz dale;j.

uruchomi¢ jedna regute z dwoch bliskich punktéw startowych i odczyta¢ 1] [2[ [3[ [4[ |5 |
oba przebiegi obok siebie

zmierzy¢ roznice migdzy dwoma przebiegami krok po kroku i odczyta¢ 1] [2[ [3[ [4][ |5] |
ja w skali logarytmicznej

powiedzie¢, co znaczy wrazliwos¢ na warunki poczatkowe, w L2 30 140 15[ ]
kategoriach czego$, co da si¢ zmierzy¢

wyjasni¢ za pomocg odwzorowania podwajajacego, dlaczego prognoza 1] |2[ |3[ [4[ |5 |
si¢ koniczy

powiedzie¢, dla danego biedu punktu startowego, mniej wiecej przezile 1] |2 |3 [4[ |5 |
krokéw przewidywanie pozostaje uzyteczne

0drézni¢ determinizm od przewidywalnosci i wiernie opowiedziec o ]2 ]3] J4[ 15[ ]

odkryciu Lorenza

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego

rozdzial uczyl, w tej kolejnoSci, w jakiej uczyt.

1. Dwa przebiegi odwzorowania logistycznego przy r = 4 startujg z 0,2 1 0,2000000001.
Mniej wiecej kiedy po raz pierwszy réznig si¢ o wigcej niz 0,17

2. Réznica réwna jednej milionowej podwaja si¢ w kazdym kroku. Po ilu krokach jest

wicksza niz 1?
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3. Dlaczego réznica miedzy dwoma przebiegami odwzorowania logistycznego przestaje
rosnac?

4. Zapisz 0,75 w systemie dwéjkowym i zapisz, w ktérej potowie lezy przez trzy kroki
odwzorowania podwajajacego.

5. Prognoza z punktu startowego znanego do dziesi¢ciu miejsc po przecinku wytrzymuje
okoto 30,6 kroku. Mniej wiecej ile przy czternastu miejscach po przecinku?

6. Lorenz wznowit obliczenia od 0,506 zamiast od 0,506127. Co zobaczytby, gdyby
wpisal wszystkie szes¢ cyfr, i dlaczego?

7. Czy odwzorowanie logistyczne przy r = 4 jest losowe? Czym rdézni si€¢ ,,determini-
styczny” od ,,przewidywalnego”?



ROZDZIAL 7

Liczba na chaos: wykltadnik Lapunowa

Rozdziat 6 policzyt dwie rzeczy o odwzorowaniu logistycznym przy r = 4: odstep
miedzy dwoma bliskimi przebiegami mniej wiecej podwaja si¢ w kazdym kroku, a kazde
poprawne miejsce po przecinku stanu poczatkowego daje tylko kilka krokéw prognozy
wigcej. Oba fakty znaleziono przez liczenie, dla jednego odwzorowania. Pytanie, ktére
za nimi stoi, zadasz kazdemu uktadowi w tej ksigzce: jak szybko rosng mate btedy i jak
daleko naprzéd pozwala to widziec?

Ten rozdzial zamienia liczenie w jedna liczbe, wyktadnik Lapunowa, ktérg da
si¢ zmierzy¢ dla kazdego uktadu, a t¢ liczbe w horyzont: liczbe krokéw, na ktére
przewidywanie jest dobre. Podczas lektury trzymaj si¢ tego pytania: gdybyS zmierzyt
stan poczatkowy ukladu chaotycznego tysigc razy doktadniej, o ile dalej mégtbys go
przewidywac?

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:

* ustali¢, jak bardzo jeden krok reguly rozcigga maly btad, 1 sprawdzi¢ to, urucha-
miajgc dwie kopie programu

* uzywac logarytmu naturalnego, zeby zamieni¢ taficuch mnozeft w sume¢ i z
powrotem

* obliczy¢ wyktadnik Lapunowa odwzorowania logistycznego z orbity i odczytaé
jego znak

» poréwnac obliczony wyktadnik z wartoScig znang doktadnie
» zamieni¢ wyktadnik, btad pomiaru i tolerancj¢ w horyzont przewidywania

* powiedzieé, co daje lepszy pomiar, liczac w krokach

7.1 Krok po kroku

Rozdziat 6 zauwazyl, ze odstep miedzy dwoma przebiegami ro$nie nieréwno: niektore
kroki prawie go czterokrotnie zwigkszaja, kilka go zmniejsza, a podwaja si¢ dopiero
Srednio. Zacznij od tej nieréwnosci. Uruchom odwzorowanie logistyczne przy r = 4 od
x = 0,31 od wartosci o 10710 wyzszej i patrz, co kazdy pojedynczy krok robi z odstepem:
podziel odstep po kroku przez odstep przed nim. Ten iloraz nazwijmy rozciggnieciem
kroku.
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code/ch@7/stretch.py

def step(r: float, x: float) -> float:
"""One step of the logistic map."""
return r * x * (1.0 - x)

def stretch(r: float, x: float) -> float:
"""How much one step multiplies a tiny nudge at x: the slope there.
return r * (1.0 - 2.0 * x)

Listing 7.1: Odwzorowanie logistyczne i jego rozciagniecie

Funkcja step to odwzorowanie logistyczne z rozdzialu 5. Funkcja stretch to jego
nachylenie, r(1 — 2x). Rozdzial 3 mierzyl nachylenie, lekko przesuwajac x i patrzac,
jak daleko przesunie si¢ wynik; dla tej reguly da si¢ je zapisa¢ doktadnie, a pierwsze
laboratorium sprawdza ten wzor przesuwaniem. Reszta programu mierzy rozciagnigcie
pierwszych o§miu krokéw na podstawie dwdéch przebiegéw, obok nachylenia w miejscu,
w ktérym jest pierwszy przebieg:

code/ch@7/stretch.py

r, a, b=4.0, 0.3, 0.3 + 1e-10

print("step X gap grew by slope there")

for n in range(1, 9):
grew = abs(step(r, b) - step(r, a)) / abs(b - a)
print(f"{n:4d}{a:9.3f}{grew:15.3f}{abs(stretch(r, a)):15.3f}")
a, b = step(r, a), step(r, b)

Listing 7.2: Pomiar rozciggni¢cia o§miu krokéw

step X gap grew by slope there
1 0.300 1.600 1.600
2 0.840 2.720 2.720
3 0.538 0.301 0.301
4 0.994 3.955 3.955
5 0.022 3.820 3.820
6 0.088 3.296 3.296
7 0.321 1.433 1.433
8 0.872 2.973 2.973

Dwie prawe kolumny si¢ zgadzaja. W jednym kroku malutki odstep jest mnozony przez
nachylenie reguty w miejscu, w ktérym jestes, wiec rozciggnigcie mozna odczytac z
reguly, zamiast mierzy¢ je drugim przebiegiem. Ujemne nachylenie dodatkowo przerzuca
odstep na drugg strone, co nie zmienia jego wielkoSci; tabela podaje wielkoSci.

A rozciggniecia wcale nie przypominajg statej 2. Krok 3 zmniejsza odstep do mniej
niz jednej trzeciej, a kroki 4 i 5 prawie go czterokrotnie zwigkszaja. W kroku 3 przebieg
jest blisko 0,5, gdzie parabola jest ptaska na szczycie; w krokach 4 1 5 jest blisko 1 i
blisko 0, gdzie parabola jest stroma. Chaos nie rozcigga rOwnomiernie: w jednym miejscu
mocno, w innym fagodnie, a czasem S$ciska.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 7.1

Zalézmy, ze jeden krok mnozy odstep przez 4, a nastepny przez i. Co stato si¢ z
odstepem w ciggu tych dwoch krokéw? I jaki jeden czynnik, uzyty w obu krokach,
datby to samo?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nic si¢ nie stato: 4 X % = 1, 1 odstep wrocit tam, gdzie byt.
Tym jednym czynnikiem jest 1, a nie 2,125, ktére dostajesz, uSredniajac
4il

i

Wzrost si¢ sktada: kazdy krok mnozy to, co zostawit poprzedni. Typowe rozciggniecie nie
jest wiec zwykla Srednig rozciagnieé. To czynnik, ktéry uzyty w kazdym kroku daje ten
sam wynik taczny.

Putapka

,»Zeby poznaé typowe rozciggniecie na krok, usrednij rozciagniecia.” Sprawdz
to na tabeli. Srednia o$miu rozciagnieé wynosi 2,51, a odstep pomnozony przez
nig osiem razy ur6stby mniej wigcej 1587-krotnie. Pomnéz zamiast tego osiem
prawdziwych rozciagnieé, a okaze si¢, ze odstep urdst 278-krotnie. Kiedy coS si¢
mnozy, dodawanie odpowiada na pytanie, ktérego nikt nie zadat; Srednia, ktérej
szukasz, tez musi mnozyc.

7.2 Logarytm zamienia mnozenie w dodawanie

Rozdziat 2 uzyt logarytmu, zeby odpowiedzie¢ na pytanie ,,ile krokéw, zanim. .. 7”. Ten
rozdzial potrzebuje jednego konkretnego logarytmu, logarytmu naturalnego, zapisywa-
nego In, 1 jednej rzeczy, ktdéra on robi. Oto kilka jego wartosci:

liczba I 1 2 4 10 e
jej logarytm naturalny -0,69 0 0,69 1,39 2,30 1

Spéjrz na 2 i 4. Poniewaz 4 = 2 x 2, logarytm czwdrki jest dwa razy wigkszy od logarytmu
2. To wszystko, czego ten rozdziat potrzebuje:

In(a X b) =1Ina +Inb.

Stowami: logarytm iloczynu jest sumg logarytmow, wiec mnozenie dwoch liczb zamienia
sie¢ w dodawanie ich logarytméw. Liczby wieksze od 1 maja logarytmy dodatnie, a
liczby miedzy O a 1 ujemne: % X2 =1, wiec ln% 1 In2 sumujg si¢ do In 1, czyli do 0.
Ostatnia kolumna zawiera e, mniej wiecej 2,718, liczbe, ktérej logarytm naturalny wynosi
doktadnie 1; odgrywa ona role, jaka 10 odgrywa dla logarytmu dziesi¢gtnego. W Pythonie
logarytm naturalny to math.log, a math.log(2) zaczyna si¢ od 0,6931.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 7.2
Korzystajac tylko z In2 = 0,69, oblicz In 8. A ile wynosi In %?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. 8 =2 X2 x2,wiecIn8 =1n2+1In2 + In2, czyli mniej
wigcej 2,08. A 1 x 4 = 1, wigc In I wynosi —1,39.

Jesli napisate§ 2,07, zrobites to dobrze: zaokraglenie In 2 policzyles trzy razy.

Tak logarytm naprawia Srednig. Jesli odstep jest w kroku mnozony przez g, jego
logarytm ro$nie o In g: czynnik na krok staje si¢ tempem na krok, a tempa si¢ dodaja, wigc
mozna je uSrednia¢ zwyczajnie. Dla dwéch krokéw z pytania tempa In4 1 In 4—{ sumuja
si¢ do 0, Srednie tempo wynosi 0, a czynnik, ktérego logarytm to 0, wynosi 1: wlasciwa
odpowiedZ, znaleziona dodawaniem.

Zeby wrécié od tempa do czynnika, potrzebujesz liczby, ktérej logarytmem jest to
tempo; zapisuje sie ja e, ,,e do potegi 1”; A to grecka litera lambda i oznacza tempo.
Zatem e” = 1, ¢! = e i e"? = 2. Teraz osiem krokéw z tabeli. Logarytmy ich rozciggnie¢
majg $rednig 0,70, a €%’ to mniej wiecej 2,02: srednio odstep rést o czynnik okoto 2 na
krok, a 2,02 pomnozone przez siebie osiem razy daje 278, ktére wyszto w tabeli. ,,Mniej
wigcej si¢ podwaja” stalo si¢ pomiarem.

7.3 Wykladnik Lapunowa

Osiem krokow to probka. Przesledz zamiast tego orbite przez sto tysiecy krokow, wez
logarytm naturalny wielkoSci rozciggniecia w kazdym punkcie, ktéry odwiedza, i usrednij.
Wynik to wyktadnik Lapunowa, nazwany na cze$¢ rosyjskiego matematyka Aleksandra
Lapunowa, ktorego praca o stabilnosci ruchu ukazata sic w 1892 roku. Jesli s1, 52, ..., sn
to rozciagniecia wzdtuz orbity,

/l_ln|s1|+ln|s2|+---+ln|sN|
= N .

Stowami: A to Srednia logarytmow rozciagnigc. Kreski oznaczaja ,,wielko$¢”, bo przerzu-
cenie na drugg stron¢ nie czyni odstepu ani wickszym, ani mniejszym.

Czytaj A jako tempo. W ciggu N krokéw maty btad jest mnozony przez mniej wigcej

eV, wigc znak mowi, z jakim uktadem masz do czynienia:

* A powyzej zera: bledy rosng wykladniczo, a uktad jest chaotyczny;
* A ponizej zera: btedy malejg, a uktad zapomina o swoich zaburzeniach;

* A rdéwne zeru: granica, na ktérej bledy Srednio ani nie rosng, ani nie malejg.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 7.3
Przy r = 4 odstep mniej wiecej podwaja si¢ w kazdym kroku. Jakiej wartosSci A si¢
spodziewasz?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Mniej wigcej In2, czyli 0,69: odstep mnozony w kazdym
kroku przez 2 ro$nie w tempie In 2 na krok.

Zatrzymaj sie i pomysl 7.4
Przy r = 2,8 orbita zatrzymuje si¢ w punkcie stalym 1 — 1/r z rozdziatu 5. Tam
nachylenie (1 — 2x) wynosi 2 —r = —0,8, a In 0,8 to mniej wigcej —0,22. Ile wynosi
A?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Mniej wiecej —0,22. Kiedy orbita siedzi w punkcie statym,
kazdy skfadnik Sredniej to In 0,8, wigc Srednia tez. Jest ujemna:
zaburzenie maleje w kazdym kroku o jedng piata.

code/ch@7/exponent.py

def exponent(r: float, x@: float = 0.3, steps: int = 100_000,
burn: int = 1000) -> float:
"""The average of ln|stretch| along the orbit of the logistic map.

X = x0

for _ in range(burn): # let the orbit settle first
x = step(r, x)

total = 0.0

for _ in range(steps):
total += math.log(abs(stretch(r, x)))
x = step(r, x)

return total / steps

Listing 7.3: Wyktadnik Lapunowa przez usrednianie

Pierwsza petla wykonuje tysigc krokéw odwzorowania i je wyrzuca, zeby orbita si¢ ustalita,
zanim cokolwiek zostanie usrednione. Druga dodaje logarytm wielkoSci rozciggnigcia
w kazdym punkcie, a potem robi krok; ostatni wiersz dzieli. To jest wzér powyzej i nic
wigcej. Uruchom go przy czterech ustawieniach pokretia r:

code/ch@7/exponent.py

for r in (2.8, 3.2, 3.5, 4.0):
lam = exponent(r)
verdict = "errors grow" if lam > 0@ else "errors shrink"
print(f"r = {r}: exponent {lam:+.2f} {verdict}")
print(f"exact value at r = 4: 1n 2 = {math.log(2):.4f}")
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Listing 7.4: Wyktadnik przy czterech ustawieniach r

= 2.8: exponent -0.22 errors shrink
= 3.2: exponent -0.92 errors shrink
= 3.5: exponent -0.87 errors shrink
= 4.0: exponent +0.69 errors grow
exact value at r = 4: 1n 2 = 0.6931

I B B |
|

Oba przewidywania si¢ sprawdzajg. Przy r = 2,8 program znajduje —0,22. Przy r = 4
znajduje 0,69, a doktadna warto$¢ to In2 = 0,6931: Srednia stu tysiecy bardzo réznych
logarytméw zgadza si¢ z nia z doktadnoScig do 0,001. Przy r = 3,2, gdzie orbita
przeskakuje migedzy dwiema warto$ciami, i przy r = 3,5, gdzie krazy mi¢dzy czterema,
wyktadnik tez jest ujemny: —0,92 1 —-0,87. Cykl, tak jak punkt staly, zapomina o swoich
zaburzeniach.

1,25 4
1,00

r=4: ustala si¢ na In 2
0,75

0504 >

0,25 4

r=23,7: mniejsze tempo
0,00

Srednia z Inlrozciagnigcial
AY

—-0,25

—0,50

10° 10! 10% 103 10*

liczba usrednionych krokéw (po trzy starty)

Rysunek 7.1: Srednia biezaca logarytmu rozciagniecia wzdtuz szesciu orbit: trzech startéw
przy r = 4 1itrzech przy r = 3,7. Kazda waha si¢ przez kilkaset krokéw, a potem si¢ ustala,
a trzy starty przy kazdym ustawieniu ustalajg si¢ na tej samej liczbie.

Czego tu nie dowodzimy

Dwie rzeczy sg tu uzywane, ale nie dowodzone. Pierwsza: ze Srednia ustala si¢ na tej
samej liczbie przy prawie kazdym starcie. To twierdzenie, a ,,prawie kazdym” ma
znaczenie: start dokfadnie w O zostaje w O na zawsze 1 daje Srednig In 4. Przebieg na
komputerze moze to twierdzenie zilustrowac, jak robi to rysunek, ale nie moze go
dowies¢. Druga: dlaczego r = 4 daje dokfadnie In 2. Zapisz x jako sin” 6 dla pewnego
kata 6, a jedna linijka szkolnej trygonometrii zamieni 4x(1 — x) w sin?(26): przy
r = 4 odwzorowanie to przebrane podwajanie kata, czyli odwzorowanie podwajajace
z rozdziatu 6, z katem liczonym w pétobrotach. Podwajanie rozcigga kazdy btad
kata doktadnie 2 razy, a zmiana przebrania nie zmienia Sredniego tempa.
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Laboratorium 7.1 — Wykladnik z orbity

Napisz stretch, czyli nachylenie (1 — 2x), oraz exponent, ktéra pozwala orbicie
si¢ ustali¢, a potem usrednia wzdluz niej logarytm wielkoSci rozciagniecia. Testy
sprawdzaja nachylenie przesuwaniem, tak jak robit to rozdziat 3, i poréwnuja twgj
wyktadnik z trzema wartoSciami znanymi dokfadnie: In2 przy r = 4, In0,8 przy
r = 2,8 1 cyklem dwuokresowym przy r = 3,2.

Plik startowy: code/labs/ch@7/107_01_exponent.py
Test: code/labs/ch@7/test_107_01_exponent.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 107_01_exponent

7.4 Jak daleko naprzod: horyzont przewidywania

Po n krokach maly btad o wielkosci & (grecka litera delta) urasta do mniej wiecej 6 e”.
Przestajesz ufa¢ przewidywaniu, gdy jego btad osiaga tolerancje 7', najwickszy btad, z
ktérym mozesz zyé. Horyzont to wiec liczba krokéw, przy ktérej 6 et = T. Zlogarytmuj
obie strony: iloczyn staje si¢ suma, a logarytm e to An, bo e ma logarytm 1 i jest
mnozone An razy. Zostaje Iné + An = In7T, a stad

1 I T
nxSIno.
Stowami: horyzont to logarytm tego, ile razy btad moze urosna¢, podzielony przez tempo,
w jakim roSnie.
Liczba 1/ nazywa si¢ czasem Lapunowa: to liczba krokéw, w ciggu ktérych btedy
rosng e razy. Przy r = 4 wynosi 1/In2, mniej wigcej 1,44 kroku, a wzér mowi, ze
horyzont to czas Lapunowa pomnozony przez In(7/6).

ROZCIAGNIECIE WYKEADNIK HORYZONT
nachylenie w kroku $rednia z logarytmow kroki do zbyt duzego btedu

Rysunek 7.2: Od reguty do horyzontu. Nachylenie daje rozciagniecie w kazdym kroku,
Srednia jego logarytmu daje wyktadnik, a wyktadnik razem z bledem i tolerancjg daje
horyzont.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 7.5
Zat6zmy, ze model prognozy ma czas Lapunowa réwny dwom dniom, a jego prognozy
sg dobre przez sze$¢. Nowa sie¢ przyrzadéw zmniejsza blad jego stanu poczatkowego
dziesieciokrotnie. Na jak dtugo prognozy sa dobre teraz: na mniej wigcej szeS¢dziesiat
dni, na mniej wi¢cej dwanascie, czy krocej?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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Odpowiedz. Mniej wiecej 10,6 dnia. Dziesigciokrotnie mniejszy btad
dodaje In 10 do In(7'/6), wiec dodaje In 10 czaséw Lapunowa: 2 x 2,30,
czyli mniej wigcej 4,6 dnia.

Pulapka

»Dziesie¢ razy lepsze dane dajg dziesie¢ razy dluzsze prognozy.” Dajg stalg liczbe
dodatkowych krokéw, In 10/4, bez wzgledu na to, jaki byl wczes$niej btad. Przy
r = 4 to 3,3, liczba, ktérg rozdziat 6 policzyt dla kazdego miejsca po przecinku,
teraz wyprowadzona i prawdziwa dla kazdego ukladu chaotycznego z jego wlasnym
A. Horyzont roSnie z logarytmem twojej doktadnosci, a nie z samg doktadnoscia:
dwudzieste poprawne miejsce po przecinku daje nie wiecej niz pierwsze.

code/ch@7/horizon.py

def horizon(lam: float, delta: float, tol: float) -> float:
"""Steps until an error delta grows to tol, growing at lam per step.
return math.log(tol / delta) / lam

Listing 7.5: Wz6r na horyzont

Program zestawia ten wiersz z liczeniem, ktére wykonat rozdziat 6: funkcja counts Sledzi
z tysigca startéw dwa przebiegi oddalone o 9, az r6znig si¢ o wiecej niz 7. W wydruku
1e-03 to pythonowy zapis 1073, czyli jednej tysieczne;.

code/ch@7/horizon.py

lam, tol = math.log(2), 0.1
print(" error formula counted: mean fastest slowest")
for delta in (1e-3, le-6, 1e-9, le-12):
c = counts(4.0, delta, tol)
mean = sum(c) / len(c)
print(f"{delta:7.0e}{horizon(lam, delta, tol):10.1f}"
f"{mean:16.1f}{min(c):10d}{max(c):10d}")

Listing 7.6: Wz6r kontra liczenie, dla czterech btedéw stanu poczatkowego

error formula counted: mean fastest slowest

1e-03 6.6 7.4 4 43
1e-06 16.6 17.4 13 24
1e-09 26.6 27.3 24 34
le-12 36.5 37.3 33 44

Wz6r 1 Srednia z liczenia zgadzaja si¢ z doktadnoScig do kroku; liczenie wychodzi odrobing
pdzniej, bo odstep sprawdza si¢ tylko po pelnych krokach, a gdy przestaje by¢ maly, ros$nie
wolniej. Dwie ostatnie kolumny sa ostrzezeniem: poszczegélne starty si¢ r6znig, niektore
bardzo, bo horyzont, tak jak wyktadnik, jest Srednig. Ale spéjrz w dét wierszy. Kazda
tysigckrotna poprawa dodaje te same dziesie¢ krokéw; w pomiarze wiersze dzieli Srednio
10,0 kroku, wobec In 1000/1In 2 ze wzoru, czyli 6,91 podzielone przez 0,69: 10.
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40 A srodkowe 80% z tysiaca startow

®  policzone: Srednia
wzor In(7/8)/In 2
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[e]
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kroki, az r6znica
przekroczy 0,1
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1072 10 107° 1078 10710 10712
btad startu 6 (Iepsze pomiary po prawej)

Rysunek 7.3: Horyzont w zaleznosci od btgdu stanu poczatkowego, w skali logarytmicznej,
z lepszymi pomiarami po prawej. Liczenie (kropki i pasmo, w ktérym mieSci si¢ wigkszos¢
startow) idzie wzdtuz prostej ze wzoru: kazdy czynnik dziesie¢ w doktadnoSci daje te
samg liczbe dodatkowych krokow.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 7.6

Komputer przechowuje liczbe z doktadnoScig do mniej wigcej szesnastu cyfr zna-
czacych. Zat6ézmy, ze potrafisz tak dobrze zmierzy¢ stan poczatkowy odwzorowania
przy r = 4, wiec 6 = 1071%, Przy T = 0,1 jak daleko naprzéd méglbys mniej wiece;
przewidywac? I ilu miejsc po przecinku stanu poczatkowego wymagaloby tysiac
krokéw?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Mniej wiecej 50 krokéw: pietnascie czynnikow dziesiec,
po 3,3 kroku kazdy. Tysigc krokéw wymagatoby stanu poczatkowego z
doktadnoscig do 303 miejsc po przecinku; nawet sto krokéw wymaga 32.

Putapka

,»Wiekszy komputer w koncu uczyni kazdy uklad przewidywalnym.” Szybszy
komputer nie zna stanu poczatkowego ani troch¢ lepiej, a horyzont zalezy od stanu
poczatkowego tylko przez logarytm jego bledu. Zeby podwoié horyzont, musisz
podwoi€ liczbe poprawnych cyfr, a najdoktadniejsze pomiary, jakich kiedykolwiek
dokonano, za pomocg zegaréw atomowych, si¢gaja mniej niz dwudziestu. Komputer
w dodatku zaokragla w kazdym kroku, co jest nowym btedem, jego wlasnym;
rozdzial 16 mierzy, ile to kosztuje.

Dlatego prognozy pogody poprawiajg si¢ powoli. Satelity, gestsze obserwacje i szybsze
komputery wielokrotnie zmniejszyly btad zmierzonego stanu atmosfery, a kazdy taki
czynnik kupit t¢ samg stata porcje wyprzedzenia; zwykle przytacza si¢ poprawe o mniej
wiecej jeden dzien uzytecznej prognozy na dekade. Atmosfera nie jest odwzorowaniem
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logistycznym, a rozdziat 14 méwi, co jest w niej inne, ale arytmetyka logarytmu stosuje
si¢ do niej tak samo.

Gdzie to spotkasz

Czasem Lapunowa astronomowie opisuja, jak daleko naprzdd da si¢ Sledzi€ orbite.
W 1988 roku Gerald Sussman i Jack Wisdom przesledzili Plutona na komputerze
zbudowanym specjalnie w tym celu, stwierdzili, ze jego ruch jest chaotyczny, i
oszacowali jego czas Lapunowa na mniej wigcej dwadzie$cia milionéw lat; historia
samych planet nalezy do rozdziatu 13. Sama ta liczba nie jest horyzontem. Horyzont
to czas Lapunowa pomnozony przez In(7'/d), a ten logarytm wynosi tylko mniej
wiecej 23 nawet wtedy, gdy bfad stanu poczatkowego jest dziesie¢ miliardow razy
mniejszy od tolerancji, wiec horyzont to co najwyzej kilkadziesiat czaséw Lapunowa.

Laboratorium 7.2 — Jak daleko naprzéd i jakim kosztem

Napisz horizon, czyli wzor z tego podrozdziatu; extra_steps, czyli liczbe krokéw
zyskanych dzigki zmierzeniu stanu poczatkowego zadang liczbe razy doktadniej; oraz
digits_needed, czyli liczbe miejsc po przecinku, jakiej wymaga prognoza zadane;j
dlugosci. Testy sprawdzaja, ze tysiackrotna poprawa daje t¢ samg liczbe krokéw bez
wzgledu na to, od jakiego bledu zaczynasz.

Plik startowy: code/labs/ch@7/107_02_horizon.py

Test: code/labs/ch@7/test_107_02_horizon.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 107_02_horizon

7.5 Chaos przychodzi i odchodzi

Majac jedng liczbe na kazde ustawienie pokretta, mozesz krecic pokrettem i ja obserwowac.
Rozdziat 5 znalazt punkt staty przy » = 2,8 1 cykl dwuokresowy przy r = 3,2; miedzy
nimi, przy r = 3, punkt staty ustepuje.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 7.7
W punkcie statym nachylenie wynosi 2 — r. Ile wynosi przy r = 3 i co to oznacza dla
A?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. 2—-3 =-1,aln1 =0, wigc A4 = 0: zaburzenie ani si¢ nie
rozciaga, ani nie kurczy, tylko przerzuca. Uruchomiony przy r = 3
program znajduje warto$¢ odlegla od zera o mniej niz 0,001.

Zero to granica i wskazuje miejsca, gdzie jeden rodzaj zachowania przechodzi w inny.
Zeby takie miejsca znalez¢, policz wyktadnik przy wielu ustawieniach r. Listing uzywa
funkcji lyapunov z biblioteki, ktdra jest petla z exponent, z regula 1 jej rozciggnigciem
przekazanymi jako argumenty, wiec dziata dla kazdego odwzorowania:
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code/ch@7/sweep.py

print(" r  exponent")

for k in range(16):
r=(340 + 4 x k) / 100 # 3.40, 3.44, ..., 4.00
lam = lyapunov(logistic(r), logistic_slope(r), 0.3, 20_000)
verdict = "errors grow" if lam > @ else "errors shrink"
print(f"{r:5.2f}{1lam:+11.2f} {verdict}")

Listing 7.7: Wyktadnik przy szesnastu ustawieniach r

r exponent

3.40 -0.14  errors shrink
3.44 -0.02 errors shrink
3.48 -0.24 errors shrink
3.52 -0.19 errors shrink
3.56 -0.08 errors shrink
3.60 +0.18 errors grow
3.64 +0.23 errors grow
3.68 +0.34 errors grow
3.72 +0.36  errors grow
3.76 +0.39 errors grow
3.80 +0.43  errors grow
3.84 -0.04 errors shrink
3.88 +0.46 errors grow
3.92 +0.53 errors grow
3.96 +0.54 errors grow
4.00 +0.69 errors grow

Czytaj Srodkowa kolumne od gory. Jest ujemna az do r = 3,56 i dodatnia od r = 3,60,
wiec chaos pojawia si¢ gdzie$S pomiedzy. Potem rosnie ku In 2 przy r = 4, z wyjatkiem
r = 3,84, gdzie znéw jest ujemna: to waski zakres pokretta wewnatrz chaosu, w ktérym
orbita znalazta cykl i znéw zapomina o zaburzeniach. Tak rzadka tabela przeskakuje
wigkszo$¢ takich zakresow; rysunek nie.

Przed poczatkiem chaosu krzywa nigdy nie wznosi si¢ ponad zero. Dotyka zera przy
r = 31 jeszcze raz troche ponizej r = 3,5, za kazdym razem, gdy cykl przechodzi w
cykl dwa razy dluzszy. Dalej jest przewaznie dodatnia i poprzebijana skierowanymi w
dot szpilkami: oknami, w ktérych wraca porzadek. Gdzie doktadnie zaczyna si¢ chaos,
dlaczego przejScia si¢ zageszczajg i ktére okno jest najszersze, to pytania rozdziatu 8.
Odpowiedzia tego rozdziatu jest pomiar, ktéry przy kazdym ustawieniu odréznia porzadek
od chaosu: jedna liczba i jej znak.

Podsumowanie

* Jeden krok mnozy malutki blad przez rozciagnigcie, czyli nachylenie reguty
w miejscu, w ktérym jesteS. Wzdluz chaotycznej orbity rozciggniecia bardzo
si¢ réznia, a ich zwykta Srednia jest ztym podsumowaniem.

* Logarytm naturalny zamienia mnozenie w dodawanie: In(axb) = Ina+1Inb,
In1=0,In2~0,6911lne = 1. Czynnik wzrostu g na krok staje si¢ tempem
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Rysunek 7.4: Wyktadnik Lapunowa w zaleznoSci od pokretla r. Jest ujemny wszedzie tam,
gdzie orbita si¢ ustala, dotyka zera w kazdym miejscu przejScia, jest dodatni tam, gdzie
odwzorowanie jest chaotyczne, i znéw spada ponizej zera w waskich oknach. Czerwone
kropki to cztery wartoSci z listingu wyktadnika.

In g, a tempa mozna uSredniad.

* Wykladnik Lapunowa A to Srednia z In [rozciggni¢cie| wzdluz orbity: do-
datni dla chaosu, ujemny dla porzadku, zero na granicy. Dla odwzorowania
logistycznego przy r = 4 wynosi In 2, 1 obliczenie si¢ z tym zgadza.

* Horyzont przewidywania to mniej wigcej 5 L 1n(T/6),a1/Ato czas Lapunowa.
Stan poczatkowy zmierzony tysigc razy dokladmeJ daje In 1000/ A dodatkowych
krokéw, przy r = 4 mniej wiecej dziesiec: stalg porcje, a nie tysigc razy wiecej.

* W zaleznoSci od r wyktadnik pokazuje, jak chaos przychodzi i odchodzi:
jest ujemny tam, gdzie orbita si¢ ustala, zerowy w kazdym miejscu przejScia,
dodatni w chaosie i znéw ujemny w waskich oknach.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wro¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i1 jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;.
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ustali¢, jak bardzo jeden krok reguly rozcigga maly btad, i sprawdzi¢ to, 1] [2[ [3[ [4[ |5 |
uruchamiajgc dwie kopie programu

uzywac logarytmu naturalnego, zeby zamienic fanicuch mnozen w sume 1] [2[ [3[ [4][ |5] |
iz powrotem

obliczy¢ wyktadnik Lapunowa odwzorowania logistycznego z orbity i 1] [2[ [3[ [4[ |5 |
odczytac jego znak

poréwnac obliczony wyktadnik z warto$cig znang dokfadnie ]2 30 14 15[ ]
zamieni¢ wykladnik, blagd pomiaru i tolerancj¢ w horyzont ]2 ]3] 14 15[ ]
przewidywania

powiedzieé, co daje lepszy pomiar, liczac w krokach L J20 3] 140 15[ ]
Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyl, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1.

Odst‘qp jest rppoZony przez 3, potem przez %, potem przez 3, potem przez % Oilew
sumie urdst i ile wynosi zwykla Srednia tych czterech czynnikéw?

Korzystajac zIn2 = 0,691 1n 10 = 2,30, oblicz In20 1 In0,2.

Orbita ustala si¢ w punkcie statym, w ktérym nachylenie wynosi —0,5. Ile wynosi
wyktadnik Lapunowa i co méwi jego znak?

. Uktad ma A4 = 0,5 na krok. Btad 0,001 musi pozostaé ponizej 0,1. Na mniej wigcej

ile krokéw przewidywanie jest dobre?

. W tym samym uktadzie mierzysz stan poczatkowy sto razy doktadniej. Ile krokow

zyskujesz? A jesli zrobisz to jeszcze raz?

Dlaczego szybszy komputer sam w sobie prawie nie wydtuzy prognozy uktadu
chaotycznego?

Przy r = 3,84 wykiadnik jest ujemny, cho¢ przy r = 3,80 i r = 3,88 jest dodatni. Co
si¢ tam dzieje?



ROZDZIAL 8

Droga do chaosu i liczba, ktorej nikt si¢
nie spodziewat

W rozdziale 5 ustawile$ jedno pokretlo, r, w czterech pozycjach i zobaczyte§ cztery
zachowania. Przy r = 2,8 odwzorowanie logistyczne ustalifo si¢ na jednej wartosci; przy
3,2 przeskakiwato miedzy dwiema; przy 3,5 krazylto po czterech; przy 3,9 nigdy si¢ nie
powtorzylo. Cztery zdjecia jednej maszyny. Co dzieje si¢ pomiedzy nimi? Czy porzadek
zamienia si¢ w chaos przy jednym ustawieniu pokretta, tak jak woda wrze w stu stopniach,
czy po drodze?

Odpowiedzig jest jeden obraz, jeden z najcz¢sciej reprodukowanych w nauce, a ukryta
jest w nim liczba, ktdrej nikt tam nie umieScit. Wychodzi tez z innych réwnan, zmierzono
ja w cieklym helu, a pod koniec rozdziatu sam obliczysz ja z doktadnoScig do pigciu cyfr,
uzywajac wylacznie dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdziatu bedziesz umiec:
* odczyta¢ diagram bifurkacyjny i powiedzie¢, co robi odwzorowanie przy kazdym
pokazanym na nim ustawieniu pokretla

* zlokalizowa¢ podwojenie okresu, obserwujac przebiegi odwzorowania, i powie-
dzieé, co ogranicza doktadno$¢ takiego pomiaru

* znalezZ¢ parametr superstabilny metoda bisekcji, uzywajac wylacznie +, —, X i +

* obliczy¢ stosunek kolejnych odstepéw miedzy podwojeniami 1 oszacowac, gdzie
podwojenia si¢ koncza

 przeprowadzi¢ to samo poszukiwanie dla drugiej reguly i powiedzie¢, co pokazuje
poréwnanie

* znalez¢ okno porzadku w zakresie chaotycznym 1 przytoczy¢, co Li 1 Yorke
udowodnili o okresie trzy

8.1 Jeden obraz dla kazdego ustawienia pokretia

Zeby zobaczyé wszystkie r naraz, potrzebujesz przepisu, ktéry zamienia caly przebieg w
kilka kropek, a potem rysujesz kropki tysiecy przebiegéw obok siebie.

1. Wybierz warto$¢ r i zacznij odwzorowanie od x = 0,5.

2. Wykonaj tysigc krokéw 1 wyrzu€ je. Ten odcinek to stan przejsciowy: orbita szuka
drogi tam, dokad zmierza.

93



8. Droga do chaosu i liczba, ktdrej nikt si¢ nie spodziewat 94

3. Wykonaj jeszcze trzysta i nad r narysuj kropke na wysokoSci kazdej wartoSci.

code/ch@8/bifurcation.py

BURN = 1000 # steps thrown away while the orbit settles
KEEP = 300 # steps kept: where the orbit lives

def long_run(r: float, burn: int = BURN, keep: int = KEEP) -> list[float]:
"""The values the logistic map visits at r once it has settled."""
xs = orbit(logistic(r), 0.5, burn + keep)
return xs[burn + 1:]

Listing 8.1: Przepis: pozwdl orbicie si¢ ustali¢, potem zachowaj to, co odwiedza

orbit to funkcja z biblioteki ksigzki, ktdra stosuje regute raz za razem i zachowuje kazda
warto$¢; xs[burn + 1:] zostawia te po stanie przejSciowym.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 8.1

Przy r = 2,8 odwzorowanie ustala si¢ w punkcie statym 1 — 1/r, ktéry znalazte§ w
rozdziale 5. Ile r6znych kropek narysuje przepis nad r = 2,8, gdy stan przejSciowy
zostanie wyrzucony?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Jedna. Wszystkie trzysta wartosci to 0,6429 z doktadnoscia
do czterech miejsc po przecinku, czyli 1 — 1/2,8, wiec kropki ladujg
jedna na drugie;j.

Cykl dwoch wartosci rysuje dwie kropki, cykl czterech — cztery, a orbita, ktora nigdy sie

nie powtarza, rysuje trzysta réznych: krotkg pionowg smuge. Reszta listingu pyta o szes$¢
wartoSci r:

r period where the orbit lives

2.8 1 0.6429

3.2 2 0.5130 0.7995

3.5 4 0.3828 0.5009 0.8269 0.8750
3.56 8 8 values from 0.35 to 0.89
3.567 16 16 values from 0.34 to 0.89

3.9 - anywhere from 0.10 to 0.97

Dwa wiersze sa nowe: przy 3,56 orbita kragzy po oSmiu wartoSciach, a przy 3,567 po
szesnastu. Teraz wykonaj przepis dla tysigcy wartoSci » miedzy 2,8 a 4 1 narysuj wszystkie
kropki naraz.

To jest diagram bifurkacyjny, caly rozdziat 5 w jednym kadrze. Czytaj go od lewej do
prawej, jak podréz wzdiuz pokretta. Jedna linia az do r = 3; tam rozdziela si¢ na dwie;
w poblizu 3,45 kazda gataZ rozdziela si¢ znowu; potem wszystko rozptywa si¢ w smuge
poprzecinang jasnymi pasami. Bifurkacja (od facifiskiego stowa oznaczajacego dwuzgbne
widly) to warto$¢ pokretta, przy ktorej zmienia si¢ rodzaj dtugoterminowego zachowania.
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1,0 7

gdzie x przebywa na dluzsza mete
N
~
1

=
[\
1

0,0 T T T T T
2,8 3,0 3,2 34 3,6 3,8 4,0

pokretio r

Rysunek 8.1: Diagram bifurkacyjny odwzorowania logistycznego. Nad kazdg wartoScia r
kropki pokazuja, gdzie x spedza czas po zakoriczeniu stanu przejSciowego: jedna linia tam,
gdzie si¢ ustala, dwie tam, gdzie przeskakuje, smuga tam, gdzie nigdy si¢ nie powtarza.

Kazde rozwidlenie tutaj to podwojenie okresu: kazda odwiedzana warto$¢ staje si¢ dwiema,
wigc cykl potrzebuje dwa razy wiecej czasu, zeby si¢ zamknac.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 8.2

Spéjrz na obraz miedzy r = 3,5, gdzie orbita ma okres cztery, a smuga. Czy porzadek

ustepuje chaosowi przy jednej wartosci r, jak po przestawieniu przetacznika?
Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Wyglada jak przelacznik, ale nim nie jest. Powieksz
odcinek przed smuga, a kazda gataz rozdzieli si¢ znowu i znowu: okresy
8, 16, 32 i tak dalej bez konca, wszystkie mieszczace si¢ przed
r = 3,5699. Tabela ztapata juz dwa z nich.

Pulapka

»Przejscie od porzadku do chaosu to nagle przelgczenie.” Nie na tej drodze. Porza-
dek rozpada si¢ w nieskoficzonej kaskadzie podwojefi, z ktérych kazde przychodzi
szybciej niz poprzednie, a chaos zaczyna si¢ tam, gdzie kaskada si¢ konczy. Smuga
wyglada na naglg tylko dlatego, ze jej ostatnie rozwidlenia lezg zbyt blisko siebie,
by je narysowad. Inne uktady dochodza do chaosu innymi drogami; ta, kaskada
podwojeri okresu, to droga, ktdra idzie pojedynczy garb.
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8.2 Rozwidlenia, ktore si¢ zageszczajg

Gdzie doktadnie lezy kazde rozwidlenie? Tabela wyznacza dla nich przedziaty: okres
jeden przy 2,8, okres dwa przy 3,2, wiec pierwsze rozwidlenie lezy pomiedzy. Wyprobuj
Srodek przedziatu, sprawdZ, na jakim okresie odwzorowanie si¢ tam ustala, zatrzymaj
potowe, w ktérej weigz jest zmiana, 1 powtdrz. Dwadzie$cia rund zmniejsza przedziat
milion razy. To jest bisekcja, a potrzebuje ona tylko sposobu, zeby zapytac ,,czy tutaj to
wciaz okres p?”

code/ch@8/doublings.py

def fork(p: int, lo: float, hi: float, rounds: int = 20) -> float:
"""The r between lo and hi at which period p gives way to 2p."""
for _ in range(rounds):
mid = (lo + hi) / 2
q = settled_period(mid)
if g is not None and g <= p:
lo = mid # still period p here: the fork is further on
else:
hi = mid # already doubled: the fork is behind us
return (lo + hi) / 2

Listing 8.2: Namierzanie rozwidlenia przez potowienie przedziatu

settled_period wykonuje dwadziescia tysigcy krokéw odwzorowania i pyta biblioteczng
funkcje period, co si¢ powtarza. Listing uruchamia fork na czterech przedziatach, ktére
daje tabela.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 8.3
Okazuje si¢, ze pierwsze dwa rozwidlenia dzieli 0,4498 w r, a kolejne dwa 0,0947.
Ile razy mniejszy jest drugi odstep? Jesli nastepny zmaleje o ten sam czynnik, ile
bedzie wynosit?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Okoto 4,75 razy mniejszy: 0,4498 + 0,0947. Ten sam
czynnik jeszcze raz dalby nastepny odstep okoto 0,02.

fork r gap ratio
-> 2 2.9995

-> 4 3.4493 0.4498

-> 8 3.5440 0.0947 4.75
-> 16 3.5644 0.0204 4.64

o A~ N =

Trzeci odstep wynosi 0,0204; drugi podzielony przez trzeci daje 4,64. Kazdy odstep
jest wiec nieco mniej niz piec razy wickszy od nast¢pnego, a pozostale odstepy (ostatni
podzielony przez 4,7, potem jeszcze raz przez 4,7 i tak dalej) dajg razem ostatni odstep
podzielony przez 4,7 — 1, czyli nieco ponad jego ¢wieré. Nieskoniczenie wiele rozwidlen
miesci si¢ na skoriczonym odcinku pokretta: kaskada konczy si¢ niedaleko za 3,5644.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 8.4

Pierwsze rozwidlenie znamy doktadnie. W rozdziale 5 okazalo si¢, ze punkt staly
traci stabilno$¢ przy r = 3, gdzie jego nachylenie, 2 —r, przekracza —1. Tabela podaje
2,9995. Co poszto nie tak?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nic w regule: pomiarowi zabraklo cierpliwosci. Przy
r = 2,9998 kazdy krok mnozy mate zaburzenie przez 2 — r = —0,9998,
wiec zaburzenie maleje o jedna piecdziesiata procenta na krok, a po
dwudziestu tysigcach krokow orbita wcigz wyraznie przeskakuje z boku
na bok. settled_period uznaje to za cykl o okresie dwa.

Kazde rozwidlenie mierzone przez obserwacj¢ wypada za wezesnie z tego samego powodu:
blisko rozwidlenia cykl, ktory traci stabilnos¢, ustala si¢ bardzo powoli.

Uwaga

Drugie rozwidlenie da si¢ znalez¢ doktadnie. Przy jednym obiegu cyklu o okresie
dwa zaburzenie jest mnozone przez nachylenie w kazdym z jego dwéch punktow,
a strona szkolnej algebry pokazuje, ze iloczyn wynosi 4 + 2r — r2. Osiaga on —1,
gdy r2 —2r —5 =0, czyli przy r = 1 + V6 = 3,4495; 3,4493 z tabeli wypada za
wczesnie, zgodnie z oczekiwaniem. PéZniejsze rozwidlenia nie majg tak prostego
wzoru.

8.3 Szczyt garbu

W 1975 roku Mitchell Feigenbaum, fizyk z laboratorium w Los Alamos w Nowym
Meksyku, wyznaczal potozenie tych rozwidlent na programowalnym kalkulatorze kie-
szonkowym 1 zauwazyl wzor, ktéry wlasnie zobaczyles: kazdy odstep to stata czesé
poprzedniego. Zeby zmierzy¢ te cze$é doktadnie, uzyj lepiej potozonego punktu orien-
tacyjnego niz rozwidlenie, na ktérym cykl trzyma si¢ resztkami sit: punktu na kazdym
odcinku, w ktérym cykl trzyma si¢ najmocniej.

Nachylenie odwzorowania logistycznego w punkcie x wynosi (1 —2x) — to wspétczyn-
nik rozciggniecia, ktory nauczytes si¢ mierzy¢ w rozdziale 3. Jest rowne zeru przy x = 0,5,
na szczycie garbu. Cykl przechodzacy przez 0,5 mnozy kazde zaburzenie przez to zero
raz na obieg i je wymazuje. Taki cykl nazywa si¢ superstabilnym, a dla kazdego okresu
1,2,4,8, ... jest na drodze doktadnie jedna wartoS¢ r, przy ktorej to si¢ dzieje: w tym
rozdziale nazywamy te wartoSci punktami orientacyjnymi. Kazdy z nich to rozwigzanie
jednego réwnania: zacznij od 0,5, zréb tyle krokdéw, ile wynosi okres, i wré¢ do 0,5.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 8.5
Dla okresu jeden: przy jakim r jeden krok przenosi 0,5 z powrotem prosto do 0,57

Krok tor x 0,5 x 0,5.
Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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Odpowiedz. r = 2. Potowa potowy to ¢wier¢, a 2 x 0,25 = 0,5.

Dla dtuzszych okresOw nie ma skrétu w pamieci, a bisekcja zadnego nie potrzebuje.
from_top podaje, jak daleko od 0,5 koriczy si¢ orbita; ta odleglos¢ jest dodatnia po jednej
stronie punktu orientacyjnego i ujemna po drugiej:

code/ch@8/superstable.py

def from_top(f: Rule, steps: int) -> float:
"""Start at the top of the hump; how far from it are you after steps?"""
X = 0.5
for _ in range(steps):
x = f(x)
return x - 0.5

def bisect(g: Callable[[float], float], lo: float, hi: float,
rounds: int = 60) -> float:
"""A root of g between lo and hi, where g changes sign: halve and keep
the half in which the sign still changes."""
below = g(lo) < @
if (g(hi) < @) == below:
raise ValueError("g must change sign between lo and hi")
for _ in range(rounds):
mid = (lo + hi) / 2
if (g(mid) < @) == below:
lo = mid
else:
hi = mid
return (lo + hi) / 2

Listing 8.3: Zacznij na szczycie i potowiaj przedzial, az orbita do niego wrdci

Pierwsze dwa punkty orientacyjne otaczamy przedzialami na oko, z obrazu. Potem kazdy
odstep jest mniejszy od poprzedniego, wiec nastepnego punktu szukamy mi¢dzy jedng
dziesiata a pofowa ostatniego odstgpu dalej — to hojny przedziat dla odstepéw malejacych
o czynnik bliski pieciu. Rodzina to funkcja, ktéra dla danego r buduje regute.

code/ch@8/superstable.py

def returns(family: Family, steps: int) -> Callable[[float], float]:
"""The function of r whose root is the landmark with this period."""
return lambda r: from_top(family(r), steps)

def landmarks(family: Family, first: tuple[float, float],
second: tuple[float, float], count: int,
base: int = 1) -> list[float]:
"""The landmarks for periods base, 2xbase, 4%base, ... ~first™ and
“second” bracket the first two; each later one is sought between a
tenth and a half of the last gap beyond the last landmark found."""
found = [bisect(returns(family, base), =*first),
bisect(returns(family, 2 x base), *second)]
for n in range(2, count):
gap = found[-1] - found[-2]
found. append(bisect(returns(family, base x 2 *x n),
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found[-1] + gap / 10, found[-1] + gap / 2))
return found
LOGISTIC = (logistic, (1.5, 2.5), (3.0, 3.4))

Listing 8.4: Punkty orientacyjne dla okreséw 1,2, 4,8, .. ., kazdy otoczony na podstawie
poprzedniego

Listing znajduje pierwszych 11 punktéw orientacyjnych, dla okreséw od 1 do 1024,
uzywajac wylacznie +, —, X 1 +, wiec kazda cyfra jest taka sama na kazdym komputerze:

n period landmark R_n gap ratio
Q 1 2.0000000000

1 2 3.2360679775 1.2360679775

2 4 3.4985616993 0.2624937218 4.7089
3 8 3.5546408628 0.0560791634 4.6808
4 16 3.5666673799 0.0120265171 4.6630
5 32 3.5692435316 0.0025761518 4.6684
6 64 3.5697952937 0.0005517621 4.6690
7 128 3.5699134654 0.0001181717 4.6692
8 256 3.5699387742 0.0000253088 4.6692
9 512 3.5699441946 0.0000054204 4.6692
10 1024 3.5699453555 0.0000011609 4.6692

Spojrz w dot ostatniej kolumny: kazdy odstep podzielony przez nastepny. Przez kilka
wierszy si¢ waha, a potem przestaje si¢ zmieniac: 4,6692. To stata Feigenbauma, oznaczana
0 (grecka litera delta). Punkty orientacyjne dajg jg znacznie doktadniej niz rozwidlenia,
bo w punkcie orientacyjnym orbita ustala si¢ od razu, a nie ledwie wcale. Rozwidlenia
1 punkty orientacyjne wystepuja na drodze na zmiang, po jednym z kazdego na okres,
wiec jedne 1 drugie zageszczaja si¢ w tym samym tempie ku temu samemu koncowi,
r = 3,5699. Punkt orientacyjny okresu dwa, 3,2361, to dokladnie 1 + V5, gdzie iloczyn z
notatki, 4 + 2r — 2, jest réwny zeru.

Feigenbaum opublikowat wyniki w 1978 roku; Pierre Coullet i Charles Tresser we
Francji znaleZli t¢ samg liczbe niezaleznie, mniej wigcej w tym samym czasie. To, co
zrobil potem, sprawito, ze ta liczba jest stawna.

Laboratorium 8.1 — ZnajdzZ punkt orientacyjny sam

Napisz from_topibisect, a potem polacz je w superstable. SprawdZ swoja odpowiedz
dla okresu dwa, porownujac jaz 1 + V5. Nastepnie znajdz r migdzy 3,82 a 3,84, przy
ktérym 0,5 wraca do siebie po trzech krokach. Jeszcze spotkasz te liczbe.

Plik startowy: code/labs/ch08/108_01_superstable.py
Test: code/labs/ch08/test_108_01_superstable.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 108_01_superstable
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8.4 Liczba, ktora nalezy do drogi

Nastepnym krokiem Feigenbauma bylo wyprébowanie innej reguty, odwzorowania sinu-
sowego
Xpt1 = ssin(mx,),

ktére zwraca s razy sinus z x. Nie potrzebujesz trygonometrii, zeby za nim nadazy¢: dla
x mie¢dzy 0 a 1 sinus z mrx to gladki garb, ktéry rosnie od 0 do 1 przy x = 0,5 i opada z
powrotem do 0. Odwzorowanie sinusowe ma wiec ksztalt odwzorowania logistycznego —
jeden garb ze szczytem w 0,5 — i nic z jego wzoru: zadnego x(1 — x), inne pokretio s,
krzywa, ktdra nie jest parabola.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 8.6

Przeprowadz to samo poszukiwanie punktéw orientacyjnych dla odwzorowania
sinusowego. Czy spodziewasz si¢, ze jego odstepy beda male¢ znowu o 4,6692 z
odwzorowania logistycznego, czy o jakas inna liczbe, nalezaca do sinusa?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. O te samg liczbe. Odstepy odwzorowania sinusowego
maleja najpierw o 4,05, a potem, punkt po punkcie, zblizaja si¢ do 4,67,
na ktdrej zatrzymujg si¢ tez stosunki odwzorowania logistycznego.

4,6692

luka przed n / luka po n

—e— odwzorowanie logistyczne rx (1 —x)

—#— odwzorowanie sinusowe s sin(zx)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
punkt n

Rysunek 8.2: Kazdy odstep miedzy punktami orientacyjnymi podzielony przez nastepny,
dla dwoch regul, ktdre faczy tylko pojedynczy gtadki garb. Zaczynajg daleko od siebie i
koricza na tej samej liczbie.

Listing nie wie o odwzorowaniu sinusowym nic poza jego rodzing i dwoma przedziatami
odczytanymi z jego diagramu:
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code/ch@8/two_maps.py

SINE = (sine_map, (0.4, 0.6), (0.72, 0.84)) # brackets read off its diagram

def main() -> None:
a = landmarks(*LOGISTIC, count=11)
b = landmarks(*SINE, count=11)
print(" n logistic sine map")
for n, (x, y) in enumerate(zip(ratios(a), ratios(b), strict=True), 2):
print(f"{n:2d} {x:9.2f} {y:9.2f}")
print(f"last{al[-1]1:9.4f} {b[-11:9.4f3}")

Listing 8.5: To samo poszukiwanie dla dwdch niepowigzanych regut

n logistic sine map
2 4.71 4.05
3 4.68 4.56
4 4.66 4.65
5 4.67 4.66
6 4.67 4.67
7 4.67 4.67
8 4.67 4.67
9 4.67 4.67
10 4.67 4.67
last 3.5699 0.8656

Obie drogi koriczg si¢ w réznych miejscach (ostatni wiersz: 3,5699 i 0,8656) i inaczej si¢
zaczynaja, a jednak zatrzymuja si¢ na tym samym stosunku, co do kazdej wydrukowane;j
cyfry. Funkcja ratios dzieli kazdy odstep przez nastepny; drugie laboratorium prosi cie,
zebys ja napisal.

Putapka

»Inne réwnanie daje inng droge.” Daje inne drogowskazy — rozwidlenia leza
przy innych wartoSciach pokretta — ale droga ma ten sam ksztalt, a jej rozwidlenia
zageszczaja sie w tym samym tempie. Ta liczba nalezy do drogi, nie do rownania. To
jest uniwersalnoscé 1 dlatego stata przyrody moze wyjs¢ z zabawkowego modelu.

Dlaczego? O kazdym kolejnym rozwidleniu decyduje coraz krétszy odcinek odwzorowania
w poblizu szczytu garbu, ogladany przez coraz silniejsze szklo powigkszajace. Powicksz
dowolny gtadki, zaokraglony garb dostatecznie mocno wokét szczytu, a wyglada jak
parabola; wszystko, co czynifo odwzorowanie sinusowe sinusem, zostato powigkszone
poza pole widzenia. State szkolnej geometrii, takie jak m, nalezg do ksztaltéw. Ta nalezy
do procesu.

Byt to szok, bo przewidywat co$ o uktadach, ktérych rownan nikt nie potrafit zapisaé:
jesli ktoryS dochodzi do chaosu przez podwajanie okresu, jego rozwidlenia powinny si¢
zageszczaé w tempie Feigenbauma, bez wzgledu na to, z czego jest zrobiony.
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KAZDY GLADKI GARB TA SAMA DROGA TEN SAM STOSUNEK
logistyka, sinus, ciecz rozwidlenia coraz gesciej jakikolwiek bytby wzér

Rysunek 8.3: Uniwersalno$¢ w jednym zdaniu: kazda reguta z jednym gladkim garbem
idzie ta samg droga, a droga niesie wlasny stosunek.

Gdzie to spotkasz

Okoto 1980 roku Albert Libchaber i Jean Maurer w Paryzu podgrzewali od dotu
malerikie pudetko z ciektym helem i rejestrowali temperature w jednym punkcie, gdy
plyn si¢ kottowatl. Gdy zwigkszali grzanie, rytm temperatury podwoil okres, a potem
podwoit go znowu. Pézniejsze doSwiadczenia z konwekcja w cieczach 1 z obwodami
elektronicznymi mierzyly stosunek kolejnych odstepow i1 znajdowaly liczby bliskie
liczbie Feigenbauma: nie z doktadnoScig do czterech miejsc po przecinku, bo w
laboratorium da si¢ rozréznic tylko kilka pierwszych podwojen, ale na tyle bliskie, ze
nikt nie uwaza tego za przypadek. W 1986 roku Feigenbaum i Libchaber otrzymali
wspolnie Nagrode Wolfa w dziedzinie fizyki.

Czego tu nie dowodzimy

Nie dowodzimy tutaj, dlaczego kazdy gtadki garb daje t¢ samg stalg 6. Feigenbaum
wyjasnil to metoda z fizyki, renormalizacjqg, ktéra poréwnuje odwzorowanie po
kazdym podwojeniu z przeskalowang kopig samego siebie; Oscar Lanford podat
dowdd wspomagany komputerowo w 1982 roku. Gladkos¢é ma znaczenie: garb o
szczycie bardziej ptaskim niz u paraboli daje inng stalg.

Laboratorium 8.2 — Stosunek Feigenbauma i miejsce, w ktérym konczg si¢ podwojenia

Napisz ratios, ktdre dzieli kazdy odstep przez nastepny, oraz where_it_ends, ktore su-
muje wszystkie pozostate odstepy, zaktadajac, ze kazdy to poprzedni podzielony przez
ostatni stosunek. Test podaje twoim funkcjom punkty orientacyjne obu odwzorowan:
jeden stosunek, dwa rézne korice.

Plik startowy: code/labs/ch@8/108_02_ratio.py
Test: code/labs/ch@8/test_108_02_ratio.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 108_02_ratio
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8.5 Porzadek wewnatrz chaosu

Zar = 3,5699 podwojenia si¢ wyczerpuja, a diagram zamienia si¢ w smuge.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 8.7
Czy od r = 3,5699 do r = 4 odwzorowanie logistyczne jest chaotyczne przy kazdym
ustawieniu pokretta, tak jak przy 3,97

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Spdjrz jeszcze raz na obraz: smuge¢ przecinajg jasne
pasy, a w kazdym z nich orbita wraca do krétkiego cyklu. Najszerszy, w
poblizu 3,83, to okno okresu trzy.

code/ch@8/windows.py przeprowadza r przez ten pas z tg samg funkcjg settled_period, a
potem szuka punktéw orientacyjnych w jego wnetrzu:

r period
3.82 -
3.8284
3.8285
3.83
3.84
3.845
3.848 1
3.85
the window opens at 1 + sqrt(8) = 3.82843
periods 3, 6, 12, ...: last ratio 4.669

N ww w I

Przy 3,8284 orbita si¢ nie powtarza; przy 3,8285 ustalifa si¢ juz w cyklu o okresie trzy.
Okno otwiera sie pomiedzy nimi, doktadnie przy r = 1 + V8 = 3,82843. Cykl o okresie
trzy podwaja si¢ potem do szeSciu i dwunastu, a przy 3,85 znéw rozptywa si¢ w smuge.
Cata droga powtarza si¢ w miniaturze. Pierwszy punkt orientacyjny okna to r, ktére
znalazte§ w pierwszym laboratorium, 3,8319, a jego punkty orientacyjne zageszczaja
sie¢ w stosunku 4,669: znowu liczba Feigenbauma, tym razem dla okreséw 3,6, 12, . ..
zamiast 1,2, 4, . ...

Putapka

»,Gdy uklad raz osiagnie chaos, jest chaotyczny wsze¢dzie dalej.”” Miedzy r = 3,5699
a4 odwzorowanie logistyczne wraca do porzadku nieskoriczenie wiele razy, w oknach
o kazdym okresie. Przekre¢ pokretto odrobing, a chaotyczny uktad moze stac si¢
idealnie okresowy; przekrec je odrobing dalej, a znéw jest chaotyczny. Wyktadnik z
rozdziatu 7 spada ponizej zera doktadnie w tych pasach.
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Okno w poblizu r = 3,83 Jego Srodek w powiekszeniu
0,56 -

0,54

0,52 4

0,50

0,48 -

0,46 -

0,0 -1 T T T 1 0,44 T T T
3,82 3,83 3,84 3,85 3,86 3,840 3,845 3,850 3,855

T r

Rysunek 8.4: Po lewej: okno okresu trzy. Po prawej: Srodkowa gataZ okna w powigkszeniu:
mala kopia catego diagramu bifurkacyjnego, z wlasnag kaskada, wtasng smuga 1 wlasnymi
oknami.

Uwaga

W 1975 roku Tien-Yien Li i James Yorke opublikowali prace, ktérej tytut byt
jej wynikiem: Period three implies chaos (okres trzy pociaga za sobg chaos). W
skrocie: jesli ciggla reguta przenosi przedziat w siebie, tak jak odwzorowanie
logistyczne przenosi przedziat od 0 do 1, i jaki$ punkt startowy wraca do siebie po
doktadnie trzech krokach, to reguta ma cykle kazdej dtugosci oraz punkty startowe,
ktérych orbity nigdy nie ustalaja si¢ w zadnym cyklu. Praca nadata stowu chaos
jego matematyczne znaczenie; silniejszy wynik udowodnit w 1964 roku Oteksandr
Szarkowski w Kijowie, ale na Zachodzie byt mato znany az do czasu tej pracy. W
oknie prawie kazdy punkt startowy koriczy na cyklu o okresie trzy, ale twierdzenie
nadal obowiazuje: pozostale cykle sa na miejscu, niestabilne, a orbita moze dlugo
btakac si¢ miedzy nimi, zanim si¢ ustali.

Diagram ma jeszcze jedng niespodzianke, a nalezy ona do rozdziatu 12: caly ten obraz
lezy wzdluz linii przecinajgcej najstynniejszy obraz matematyki, a rozwidlenia i okno sg
doktadnie tam, gdzie umieszcza je jednolinijkowe przeliczenie.

Podsumowanie

» Diagram bifurkacyjny pokazuje dla kazdej wartoSci pokretla, gdzie orbita
przebywa po zakonczeniu stanu przej$ciowego. Bifurkacja to warto$¢, przy
ktorej zmienia si¢ rodzaj dlugoterminowego zachowania; na tej drodze kazda
jest podwojeniem okresu.

* Rozwidlenia si¢ zageszczaja, kazdy odstep jest nieco mniej niz pieé razy
wigkszy od nastgpnego, wiec nieskoriczenie wiele z nich miesci si¢ przed
r = 3,5699. Zmierzone przez obserwacje rozwidlenie wypada za wczesSnie,
bo w jego poblizu orbita ustala si¢ bardzo powoli.
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nimi zatrzymuje si¢ na statej Feigenbauma, 4,6692.

uniwersalno$é, zmierzona w cieczach i obwodach.

okres trzy pociaga za sobg chaos.

Czy potrafisz?

* W superstabilnym punkcie orientacyjnym cykl przechodzi przez szczyt
garbu, gdzie nachylenie jest zerowe. Kazdy taki punkt to jedno réwnanie,
rozwigzywane bisekcja za pomoca +, —, X i +, a stosunek odstepéw miedzy

* Odwzorowanie sinusowe daje ten sam stosunek: liczba nalezy do drogi,
ktora idzie kazda gtadka reguta z jednym garbem, a nie do wzoru. To jest

» Zakaskadg chaos przerywaja okna porzadku. Najszersze, okresu trzy, otwiera
sie¢ przy 1 + V8 i zawiera miniature catej drogi; Li 1 Yorke udowodnili, ze

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmyslani: wr6¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz

odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;.

odczytaé diagram bifurkacyjny i powiedzieé, co robi odwzorowanie przy
kazdym pokazanym na nim ustawieniu pokretia

zlokalizowaé podwojenie okresu, obserwujac przebiegi odwzorowania, i
powiedzied, co ogranicza doktadnos¢ takiego pomiaru

znaleZ¢ parametr superstabilny metoda bisekcji, uzywajac wytacznie +,
— X1+

obliczy¢ stosunek kolejnych odstepéw miedzy podwojeniami i
oszacowad, gdzie podwojenia si¢ koriczg

przeprowadzi¢ to samo poszukiwanie dla drugiej reguly i powiedzie¢, co
pokazuje poréwnanie

znaleZ¢ okno porzadku w zakresie chaotycznym i przytoczy¢, co Li i
Yorke udowodnili o okresie trzy

112003040150
120030405
TCJ2[ 034050
1201307141501
11200304015
T2 034050

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego

rozdzial uczyt, w tej kolejnosci, w jakiej uczyl.

1. Co pokazuje kolumna kropek nad jedng wartoScia r na diagramie bifurkacyjnym i

jak wyglada dla punktu statego, cyklu o okresie dwa 1 chaosu?

2. Dwa kolejne odstepy miedzy rozwidleniami wynoszg 0,08 1 0,017. Mniej wiecej jaki

jest ich stosunek i ile powinien wynosi¢ nastepny odstep?

3. Dlaczego rozwidlenie zlokalizowane przez obserwacje orbity wypada nieco za

wczesnie?
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4. Czym jest superstabilny punkt orientacyjny i dlaczego da si¢ go znaleZ¢ z doktadnoScia
do wielu cyfr za pomocg samych +, —, X1 +?

5. Podwojenia odwzorowania sinusowego koncza si¢ okoto 0,8656, a logistycznego
okoto 3,5699. Czy to przeczy uniwersalnosci?

6. Czy odwzorowanie logistyczne jest chaotyczne przy r = 3,837 Co Li i Yorke
udowodnili o okresie trzy?



Czesé I

Ksztalty chaosu
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ROZDZIAL 9

Trzy rownania na pogode: atraktor
Lorenza

Postaw szeroki garnek z woda na matym ogniu. Ciepta woda przy dnie chce si¢ unies¢, a
chtodna przy powierzchni opasé, i powyzej pewnej temperatury woda zaczyna si¢ toczyc:
w gore z jednej strony, w do6t z drugiej, jak powolne koto. Powietrze robi to samo nad
nastonecznionym polem, a w wigkszej skali to toczenie si¢ jest jednym z silnikéw pogody.

Opisz ten wir trzema liczbami i trzema krétkimi regutami, doktadnymi, bez zadne;j
przypadkowosci. Czy bedzie si¢ krecit rowno, jak koto? Czy tez trzy liczby mogg by¢ tak
nieregularne jak niebo? Czgs¢ Il znalazta chaos w regutach, ktére robig jeden krok na raz.
Ten rozdziat znajduje go w czyms, co ptynie — a potem znajduje wewnatrz chaosu cos,
czego nikt si¢ nie spodziewal: ksztatt.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdziatlu bedziesz umiec:
* przeczytac trzy reguly zmiany Lorenza wyraz po wyrazie i powiedzieé, co kazdy
wyraz robi z wirem

» prowadzi¢ reguty metodg RK4 i1 odczyta¢ wynik z dwoch widokéw: jedna liczba
wzgledem drugiej oraz jedna liczba wzgledem czasu

» zmierzy¢, jak szybko rozchodza si¢ dwa prawie identyczne przebiegi, i zamieni¢
to tempo na horyzont przewidywania

* powiedzieé, czym jest atraktor i dlaczego uktad chaotyczny nie moze p6js¢, gdzie
zechce

* policzy¢ statystyke przebiegu i sprawdzié, ze nie zalezy od tego, skad przebieg
wystartowat

9.1 Trzy liczby na garnek wody

W 1963 roku Edward Lorenz, meteorolog z Massachusetts Institute of Technology, opu-
blikowat prace¢ zatytutowang ,,.Deterministic Nonperiodic Flow”, czyli ,,Deterministyczny
nieokresowy przeptyw”. Ten tytut to caly rozdziat w piguice. Deterministyczny: w regutach
nie ma przypadku. Nieokresowy: ruch nigdy si¢ nie powtarza. Przeplyw: czas plynie
gladko, wiec reguta podaje predkosé, z jakg zmienia si¢ stan, a nie jego nastepng wartosc,
jak w rozdziale 4. Model Lorenza to drastycznie okrojony opis ptynu podgrzewanego od
dotu i zachowuje trzy liczby:

* x: jak szybko kreci si¢ wir 1 w ktdra strone (dodatnie w jedna, ujemne w druga);

108
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* y: o ile cieplejsza jest strona, ktérg woda si¢ wznosi, od strony, ktéra opada;

* z: o ile temperatura, od dotu do gory, zostata odgieta od rownomiernego spadku
przez mieszanie, ktore robi wir.

Zapisuj dx/dr i czytaj ,,tempo x”’: to, jak szybko x zmienia si¢ w tej chwili; to nazwa
predkosci, a nie utamek do skracania. Reguty Lorenza to

dx dy dz

-0, o=xle-2d-y,. =xy-fa

z trzema stalymi liczbami nazwanymi greckimi literami: o (sigma) to 10, p (ro) to 28, a
B (beta) to %. Stowami:

* Wir goni réznic¢ temperatur. Gdy y jest wieksze od x, wir przyspiesza, a gdy
mniejsze, zwalnia; o méwi, jak zwawo.

* Wir buduje réznice, a réznica ucieka. Po wymnozeniu druga regufa to px —xz —y.
Krecacy sie wir wynosi cieplag wode w gére z jednej strony i sprowadza chtodng w
dot z drugiej, budujac y w tempie px, gdzie p méwi, jak mocno grzejemy garnek
(p = 1 to najstabsze grzanie, przy ktérym wir w ogéle rusza). Wyraz —y to réznica
uciekajaca na boki; wyraz —xz to mieszanie, ktore si¢ odgryza.

* Wir miesza warstwe, a warstwa si¢ uspokaja. Wir wynoszacy ciepla wode w goére
(x 1y tego samego znaku) wygina profil temperatury w tempie xy; pozostawiony
sam sobie profil wraca w tempie Sz, gdzie § wynika z ksztattu wiréw.

Tylko dwa wyrazy, xz 1 xy, mnozg przez siebie dwie z trzech liczb; kazdy inny wyraz to
stala liczba razy jedna z nich. Te dwa iloczyny to cala nieliniowo$¢ modelu w sensie z
rozdziatu 3 i okaze si¢, ze wystarcza.

niesie ciepto
|

WIR x —» BOKI y | —miesza—y  WARSTWA z

w ktoras strone ciepto w gore - jak wymieszana

* napedza— | “ostabia

Rysunek 9.1: Trzy liczby popychaja si¢ nawzajem w kétko. Wir buduje réznice temperatur,
roznica napedza wir, a razem mieszaja warstwe, ktdra ostabia réznice.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 9.1
Zat6zmy, ze woda stoi zupetnie nieruchomo: x =0, y = 01 z = 0. Co méwig trzy
reguly?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Kazde tempo jest zerem: 10 X (0 — 0) = 0, potem
0-0=0, potem 0 — 0 = 0. Nic si¢ nie zmienia.
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To garnek, ktdry po cichu przekazuje ciepto w gore, bez zadnego wiru. Stan, w ktérym
kazde tempo jest zerem, to punkt staty przeplywu, w jezyku rozdziatu 2: zacznij w nim, a
w nim zostaniesz. Nie jest jedyny.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 9.2
Sprawdz x = y = V72, czyli okolo 8,49, oraz z = 27. Czy wszystkie trzy tempa s
zerem? Potrzebujesz tylko % X 27 =172.

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Tak. Pierwsze tempo to 10 x 0 = 0. Drugie to
xX(28-27)—y=x-y=0.Trzecietox xx—-72=72-72=0.

To ustalony wir: kreci si¢ ze statg predkoScig przy statej réznicy temperatur. Z minusami,
x =y =—-V721iz =27, to ten sam wir krecacy si¢ w druga strong. Dla kazdego grzania

p wiekszego od 1 oba ustalone wiry lezaw x =y = +4/B(p—1)iz = p — 1, gdzie +
znaczy ,,plus albo minus”.

Laboratorium 9.1 — Reguly Lorenza wlasng re¢ka

Napisz rates, ktora dostaje stan (x,y, z) i zwraca trzy tempa, oraz fixed_points,
ktéra zwraca kazdy stan, w ktérym wszystkie trzy sg zerem. Test poréwnuje twoje
tempa z bibliotekg ksiazki 1 sprawdza, ze naprawde sa zerem w kazdym punkcie,
ktéry zwrocisz.

Plik startowy: code/labs/ch@9/109_01_rates.py

Test: code/labs/ch@9/test_109_01_rates.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 109_01_rates

9.2 Za przeplywem

Oto te same reguly w wersji z biblioteki ksigzki. Ostatnie trzy wiersze to trzy reguly;
lorenz zwraca funkcje, ktora dostaje stan 1 oddaje jego trzy tempa, czyli doktadnie to, o
co prosifo twoje laboratorium.

code/src/chaoslab/systems.py

def lorenz(sigma: float = 10.0, rho: float = 28.0,
beta: float = 8.0 / 3.0) -> Field:
"""Lorenz's 1963 convection model: three numbers, three rules."""
def field(s: State) -> State:
X, Y, Z=S5S
return (sigma * (y - x),
x * (rho - z) -y,
X *y - beta * z)

return field

Listing 9.1: Reguty Lorenza z 1963 roku w chaoslab
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Zeby za nimi podazaé, uzyj metody RK4 z rozdziatu 4: integrate robi kroki dlugosci DT,
czyli jednej setnej jednostki czasu, i zapami¢tuje kazdy stan. Jednostka czasu jest wlasng
jednostka modelu, a nie sekundg ani godzing.

code/ch@9/lorenz_run.py

DT = 0.01 # one step is a hundredth of a time unit
field = lorenz(sigma=10.0, rho=28.0, beta=8.0 / 3.0)
path = integrate(field, (1.0, 1.0, 1.0), DT, 4000) # forty time units

Listing 9.2: CzterdzieSci jednostek czasu przeptywu Lorenza, od stanu (1, 1, 1)

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 9.3

Wahadlo z tarciem wchodzi spirala w swdj punkt spoczynku. Garnek Lorenza ma
trzy punkty state. Czy przebieg rozpoczety w (1, 1, 1), blisko nieruchomej wody,
osigdzie w jednym z nich?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Zostaje odepchniety od nieruchomej wody, krazy
wokot jednego ustalonego wiru coraz szerszymi petlami, zostaje
przerzucony, by krazy¢ wokét drugiego, 1 nigdy si¢ nie uspokaja.

Przy tym grzaniu zaden ustalony wir nie potrafi zatrzymac stanu; potrafig tylko wtedy,
gdy p jest mniejsze od %, czyli okoto 24,74 — te liczbe daje z regut algebra, ktérej
ta ksigzka nie przeprowadza. Zmniejsz grzanie do 20, a ten sam start rzeczywiscie si¢

uspokoi: ostatni wiersz wydruku to ustalony wirw x =y = =7,12, z = 19.

time X \ z wing
0 1.00 1.00 1.00
2 -8.17 -9.56 24.62
4 -10.09 -10.93 27.97
6 -9.74 -7.71 30.89

8 -7.01 -4.59  28.39
10 -4.90 -3.74 24.69
12 -3.34 -1.98 23.60
14 8.75 16.25 12.39
16 -6.58 -10.81 15.86
18 0.84 -0.85 22.29
20 13.47 12.69 34.39 R

loops: LLLLLLLLLLLLLLLLLLLRLLLLRLRRRRLLRRLLLRLRRRRRLLRLRRLLLL

rho = 20, after 100 time units: -7.12, -7.12, 19.00

- o OO

Wiersz oznaczony loops wypisuje jedng litere na petle: L dla petli po stronie, gdzie x jest
ujemne, R dla drugiej. Przebieg robi 19 petli po lewej, zanim zrobi pierwszg po prawej, a
potem litery ida seriami od jednej do pigciu, bez zadnego wzoru. Nie ma go czego szukac:
to jest nieokresowos¢ z tytutu Lorenza.

Lewa potowa rysunku 9.2 zastuzyta na nazwe motyla Lorenza. Kazde skrzydto to wir
krecacy sie w jedna strone; przejScie miedzy nimi to wir zmieniajacy kierunek.
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Z boku: x wzgledem z W czasie: ktére skrzydlo i kiedy
g 20 4
404 |
109 [
‘S 30 -
z 30
Z =
<
z 0
N 20
—10 4 T N 1
10 4
T T T T T T T T
-10 0 10 0 10 20 30 40
X (Wir) czas

Rysunek 9.2: Przebieg od (1, 1, 1). Z lewej: x wzgledem z od chwili 5 do chwili 60 — petle
wokot dwoch ustalonych wiréw (krzyzyki) rysujg dwa skrzydta. Z prawej: x wzgledem
czasu przez pierwsze czterdziesci jednostek czasu; linie przerywane to ustalone wiry.

Zatrzymaj sie¢ i pomysl 9.4

Stuzby pogodowe liczg dziS modele niosace wiele milionow liczb. Model Lorenza
niesie trzy. Czy trzy wystarcza na prawdziwy chaos, czy tylko na jego szkic?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Trzy wystarcza, i trzy to najmniej, ile potrzebuje przeptyw.

Rozdziat 4 podat t¢ dolng granice; oto powdd. Na plaszczyznie droga nigdy nie moze
przeciaé samej siebie, bo dwie drogi przez jeden punkt miatyby t¢ sama przysztos¢;
przeptyw z dwiema liczbami moze wigc tylko osigs$¢é, zwijac si¢ spiralg albo krazyc¢ po
statej petli. Z trzecig liczbg droga moze przechodzi¢ nad soba 1 pod soba, 1 to wystarcza.

Putapka

,»Chaos potrzebuje wielu zmiennych.”” Potrzebuje trzech liczb i dwéch mnozen.
Pogodg trudno przewidziec nie tylko dlatego, ze atmosfera jest wielka: garnek wody

okrojony do trzech liczb jest juz nieprzewidywalny. Czego chaos naprawde potrzebuje,
to temat rozdziatu 10.

Gdzie to spotkasz

Chaotyczne koto wodne to garnek Lorenza zbudowany z drewna i wody: cieknace
kubki wiszg na obwodzie kota, a woda wlewa si¢ do kubkéw na gérze. Willem Malkus
i Louis Howard zbudowali takie koto w MIT, a jego réwnania, po przemianowaniu
wielkosci, sa rownaniami Lorenza: koto kreci si¢, zwalnia 1 zawraca w chwilach,
ktorych nikt nie potrafi zapowiedzie¢. Rownania pewnego rodzaju lasera tez sa
roéwnaniami Lorenza, co pokazal Hermann Haken w 1975 roku.
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9.3 Dwa starty o wlos od siebie

Rozdziat 6 zmierzyt wrazliwoS$¢ na odwzorowaniu. Oto ten sam pomiar na przeptywie.
Przebieg najpierw idzie przez piecdziesiat jednostek czasu, zeby zostawi€ start za soba;
potem zostaje skopiowany, a kopia przesuni¢ta o jedng stumilionowa w x.

code/ch@9/two_runs.py

DT = 0.01

field = lorenz()

a = integrate(field, (1.0, 1.0, 1.0), DT, 5000)[-1]1 # fifty time units
b (al@] + 1e-8, al1], al2]1) # the copy, 0.00000001 further in x

Listing 9.3: Dwa przebiegi o jedng stumilionowg od siebie

Oba sg prowadzone tg samg reguta, a program co dwie jednostki czasu wypisuje x kazdego
z nich i odlegto$¢ miedzy nimi:

time x of A x of B apart
0 -3.66 -3.66 1.0e-08
2 -2.90 -2.90 6.9e-08
4 -5.28 -5.28 1.1e-06
6 -0.62 -0.62 1.4e-06
8 -15.34 -15.34  4.8e-05
10 2.80 2.80 2.0e-04
12 2.39 2.39 4.6e-04
14 -11.84 -11.84 5.8e-03
16 -2.13 -2.11 3.1e-02
18 3.74 3.62 2.5e-01
20 9.63 9.01 1.2e+00
22 -1.57 -0.08  4.2e+00
24 -12.07 8.35 2.6e+01

first more than 1 apart at time 19.2

Do chwili 14 oba przebiegi zgadzaja si¢ co do dwdch miejsc po przecinku; w chwili 24
sg na réznych skrzydtach. Odlegtos¢ rosnie mniej wiecej dziesieciokrotnie co dwie, trzy
jednostki czasu, cho¢ nie gtadko: puchnie i kurczy si¢, gdy para obiega petle. Pierwszy
raz przekracza 1 w chwili 19,2.

Rozdziat 7 nazwat to tempo wyktadnikiem Lapunowa, A (lambda): to $rednia logarytmu
tego, jak bardzo rozciaga si¢ mata szczelina. Dla przeptywu Srednia liczona jest na jednostke
czasu. Biblioteka mierzy go tak:

code/src/chaoslab/measure.py

def lyapunov_flow(field: Field, state: State, dt: float, steps: int,
delta: float = 1e-8, burn: int = 1000,
stepper: Stepper = rk4_step) -> float:
"""The largest Lyapunov exponent of a flow, per unit of time.

Follow two runs delta apart; after every step measure how far apart
they have drifted, add the log of the growth, and pull the second run
back to distance delta along the same direction. Pulling back is what
keeps the gap small enough to measure the stretching rather than the
size of the attractor.
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for _ in range(burn):

state = stepper(field, state, dt)
other = (state[@] + delta,) + tuple(state[1:1)
total = 0.0
for _ in range(steps):

state = stepper(field, state, dt)

other = stepper(field, other, dt)

d = _distance(state, other)

total += math.log(d / delta)

other = tuple(s + (o - s) x delta / d

for s, o in zip(state, other, strict=True))

return total / (steps * dt)

Listing 9.4: Wyktadnik Lapunowa przeptywu

Prowadz dwa przebiegi o wlos od siebie. Po kazdym kroku dodaj logarytm tego, o ile
urosta szczelina miedzy nimi, a potem Sciagnij drugi przebieg z powrotem na pierwotng
matg odlegltosé, w tym samym kierunku, zeby szczelina nigdy nie urosta do rozmiaréw
motyla, gdzie przestalaby mierzy¢ rozcigganie. Suma podzielona przez uplyw czasu to A.
Oto on z trzech startow:

code/ch@9/exponent.py

field = lorenz()

for start in STARTS:
lam = lyapunov_flow(field, start, .01, 50_000) # 500 time units
print(f"from {start}: {lam:.2f} per time unit")

Listing 9.5: Wyktadnik przeptywu Lorenza z trzech startow

from (1.0, 1.0, 1.0): 0.92 per time unit
from (-5.0, 3.0, 20.9): 0.91 per time unit
from (10.0, -10.0, 30.0): 0.91 per time unit

0Od 0,91 do 0,92 na jednostke czasu, z trzech zupelnie réznych startéw: przyjmijmy 0,9.
Srednio szczelina mnozy sie przez e do potegi 0,9, czyli okoto 2,5, na kazda jednostke
czasu.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 9.5
Horyzont z rozdzialu 7: bfad ro$nie do tolerancji w czasie okolo In(tolerancja/btad) /1.
Przy btedzie 1078, tolerancji 1 i A = 0,9: jak dtugo dwa przebiegi powinny pozosta¢
blizej niz 1 od siebie? Potrzebujesz In(10%), czyli okoto 18,4.

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Okolo 18,4/0,9, czyli mniej wiecej 20 jednostek czasu.
Para powyzej potrzebowata 19,2.

Jedna para to jedna prébka. Rozdziel przebieg w 50 r6znych miejscach wzdiuz motyla, a
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pierwsze przekroczenie 1 wypada gdziekolwiek od chwili 16 do chwili 25, Srednio w 20.
Wz6r przewiduje Srednig; rozrzut bierze si¢ stad, ze rozcigganie nie jest takie samo na
catych skrzydtach.

—— przebieg A ---- przebieg B
10 A
£ WI\M
& 00
10 £ 10 2
[}
S 2
u U 8. 1072 1
>
> 0 - IS
L2104 4
32
—10 1 2 10—6 ]
)
2
= 108 - ---- wyktadnik 0,9 na jednostke czasu
T T T T T T T T
0 10 20 30 0 10 20 30
czas od rozdzielenia czas od rozdzielenia

Rysunek 9.3: Dwa przebiegi, ktdre startuja o jedng stumilionowa od siebie. Z lewej: ich
x zgadzajg si¢, a potem si¢ rozchodza. Z prawej: ich odlegtos¢ w skali logarytmiczne;j
wspina si¢ wzdluz przerywanej linii wyktadnika, az osiagnie rozmiar motyla.

W regule nie ma nic niepewnego, a mimo to prognoza od startu znanego z dokfadnoscia
do o$miu miejsc po przecinku wystarcza na mniej wigcej dwadzieScia jednostek czasu.
(Dwa przebiegi, ktore si¢ rozeszty, mozna znowu zmusi¢ do zgody, pozwalajac jednemu
czu¢ drugi: to opowies¢ rozdziatu 17.)

9.4 Nieprzewidywalny, ale nie gdziekolwiek

Jesli przebiegu nie da si¢ prognozowac dalej niz na dwadziesScia jednostek czasu, co w
og6le mozna o nim powiedziec¢?

Zatrzymaj si¢ i pomysl 9.6

W chwili 24 dwa przebiegi powyzej nie majg ze sobg nic wspdlnego: jeden ma x
w poblizu —12, drugi w poblizu 8. Pus¢ je jeszcze na tysiac jednostek czasu. Czy
ktérys z nich moze si¢ znalezé w x = 100 albo w z = —50?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Przez 20000 jednostek czasu x nie oddala si¢ od zera
bardziej niz o 20 w zadna strong, a z pozostaje miedzy 1 a 48. I tak jest
niezaleznie od tego, skad wystartujesz.

Sprawdz to ,,niezaleznie od tego, skad” na oSmiu startach w naroznikach pudta o boku
osiemdziesigt, daleko poza wszystkim, co widaé na rysunkach powyzej:
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code/ch@9/cloud. py

field = lorenz()
corners = [(x, y, z) for x in (-40.0, 40.0) for y in (-40.0, 40.0)
for z in (-40.0, 80.0)]

Listing 9.6: Osiem startéw daleko poza motylem

Program prowadzi kazdy przez piecdziesigt jednostek czasu, pomija pierwsze pie€ i
wypisuje pokdj, w ktérym zyt kazdy przebieg:

start largest |x| lowest z  highest z
(-40, -40, -40) 18.7 3.8 46.0
(-40, -40, 80) 18.2 5.2 45.0
(-40, 40, -40) 18.4 4.7 45.4
(-40, 40, 80) 17.7 6.5 441
(40, -40, -40) 18.4 4.7 45.4
(40, -40, 80) 17.7 6.5 44 .1
(40, 40, -40) 18.7 3.8 46.0
(40, 40, 80) 18.2 5.2 45.9

Kazdy przebieg zostaje Sciagniety ze swojego naroznika i potem mieszka w tym samym po-
koju co dlugi przebieg. Zauwaz tez, ze wiersze idg w identycznych parach: (—40, —40, —40)
i (40,40, —40) daja te same liczby. Nastepny podrozdzial méwi dlaczego.

Putapka

,,Uklad chaotyczny moze pdjsé gdziekolwiek.” Nieprzewidywalny to nie to samo
co nieograniczony. Nie powiesz, w ktérym miejscu motyla bedzie przebieg Lorenza
za sto jednostek czasu, ale powiesz, ze bedzie na motylu, 1 to jest prawdziwe
przewidywanie: cienki zbidr stanéw sposrod wszystkich, jakie moglyby przyjaé trzy
liczby.

Zbidr standw, na ktdry przebiegi zostajg Sciagniete 1 ktdrego potem nigdy nie opuszczaja, to
atraktor. Wahadlo z tarciem ma za atraktor jeden punkt; wahadlo zegara, podtrzymywane
w ruchu, ma petle. Atraktorem Lorenza jest motyl, ten sam z niemal kazdego startu, a
przebieg na nim nigdy si¢ nie powtarza 1 nigdy go nie opuszcza. Jak droga moze bez konca
krazy¢ w ograniczonym obszarze, nie przecinajac si¢ 1 nie wracajac po wlasnych §ladach,
to zagadka dotyczaca samego ksztaltu — dlatego nazywa si¢ go atraktorem dziwnym.
Rozdziat 10 otwiera ten ksztalt, a rozdziat 11 mierzy ksztalty takie jak on.

Czego tu nie dowodzimy

Dwie rzeczy sa tu pokazane przez uruchomienie, a nie udowodnione. To, ze zaden
przebieg nie ucieknie, da si¢ udowodni¢ na stronie algebry o wielkoSci, ktéra maleje
zawsze, gdy stan jest daleko. To, ze motyl narysowany przez komputer naprawde
istnieje 1 naprawde jest chaotyczny, a nie jest wytworem krokow i zaokraglen,
pozostawato otwarte przez ponad trzydziesci lat, az Warwick Tucker rozstrzygnat to
dowodem, w ktérym komputer liczyt tak, ze kazdy btad zaokraglenia byl wziety pod
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uwage.

9.5 Co wciaz da si¢ przewidziec

Motyl méwi, gdzie przebieg mieszka. Nastepne pytanie brzmi: jak spedza tam czas.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 9.7
Nie powiesz, na ktérym skrzydle bedzie przebieg w chwili 50. Czy powiesz, jakg
czes$¢ dlugiego przebiegu spedza on na prawym skrzydle, gdzie x jest dodatnie?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Tak: potowe. Zmien jednoczeSnie znaki x 1 y: pierwsze dwa
tempa zmieniajg znak razem z nimi, a trzecie, xy — 8z, wcale si¢ nie
zmienia, bo (—x)(—y) = xy.

Reguly nie dbajg wigc o to, w ktéra stron¢ kreci sie wir. Kazdy przebieg na jednym
skrzydle ma lustrzane odbicie na drugim — dlatego wiersze chmury szty parami — i dtugi
przebieg dzieli swoj czas miedzy skrzydta po rowno.

Putapka

»Jesli droga jest nieprzewidywalna, nic w niej nie da si¢ przewidzie¢.” Droga jest
nieprzewidywalna dalej niz na mniej wigcej dwadzieScia jednostek czasu. Ksztalt, na
ktorym mieszka, juz nie, podobnie jak to, ile czasu spedza w kazdej jego czesci. To
sq statystyki atraktora 1 z kazdego startu wychodza takie same.

Laboratorium 9.2 — Dwie liczby, o ktérych start nie decyduje

Napisz fraction_right, czyli udziat stanéw przebiegu z x wickszym od zera, oraz
mean_height, czyli Srednig jego z. Test prowadzi reguty Lorenza od (1,1,1) i od
dalekiego naroznika chmury 1 sprawdza, ze twoje dwa podsumowania zgadzajg si¢
miedzy przebiegami.

Plik startowy: code/labs/ch@9/109_02_wings.py

Test: code/labs/ch@9/test_109_02_wings.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 109_02_wings

Oto wersje z ksiazki:
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code/ch@9/averages.py

def fraction_right(path: list[tuple[float, ...1]1) -> float:
"""The share of the states with x positive: time on the right wing.
return sum(1 for x, _, _ in path if x > @) / len(path)

def mean_height(path: list[tuple[float, ...]]) -> float:
"""The average of z over the run: how high the state lives.
return sum(z for _, _, z in path) / len(path)

Listing 9.7: Dwie statystyki przebiegu

Listing prowadzi pi¢¢ startéw, kazdy przez 500 jednostek czasu, odrzuca pierwsze dziesiec,
Zeby start zostal zapomniany, i dla kazdego przebiegu wypisuje, na ktérym skrzydle jest w
chwili 50, jaka czeS¢ czasu spedzil na prawym skrzydle i jaka jest jego Srednia wysokoS¢:

start wing at 50  time on right mean height
a, 1, n L 0.50 23.48
(-5, 3, 20) L 0.49 23.52
(10, -10, 30) R 0.50 23.50
(9, -1, 50) L 0.49 23.51
(30, -30, 5) R 0.50 23.57

Srodkowa kolumna to cze$¢ nieprzewidywalna: lewe, lewe, prawe, lewe, prawe, i nic,
co moglbyS wiedzie¢ zawczasu, tego nie wybiera. Ostatnie dwie kolumny to czesS¢
przewidywalna. Udziat prawego skrzydta wynosi od 0,49 do 0,50 z kazdego startu, tak
jak zapowiadalo lustro. Srednia wysoko$¢ wynosi od 23,48 do 23,57, a tej liczby nie
podpowiedziala zadna symetria: po prostu jest taka sama z kazdego startu.

Statystyka skoficzonego przebiegu troche si¢ chwieje. Potnij jeden przebieg dtugosci

20000 jednostek czasu na kawalki: w kawatkach po 100 jednostek czasu udziat prawego
skrzydta odbiega zwykle od potowy o okoto 0,05; w kawatkach po 2000 — o okoto 0,01; w
catym przebiegu wynosi 0,50. Im diuzej patrzysz, tym ostrzejsza statystyka — odwrotnie
niz droga, ktdrej prognoza jest tym gorsza, im dalej si¢gasz.
Caly histogram tego, gdzie przebieg spedza czas, wychodzi taki sam z trzech startow.
To 0§ tego rozdziatu i druga wielka mysl tej ksigzki: indywidualna przyszios¢ uktadu
chaotycznego jest nieprzewidywalna, ale to, gdzie uklad mieszka i jak cz¢sto odwiedza
kazdg czes¢, da si¢ przewidzie¢. Nawet A jest liczbg tego rodzaju.

Rozdziat 14 buduje wlasnie na tym rozréznienie mi¢dzy pytaniem o pogode na
przyszly tydzien a pytaniem o klimat i pokazuje, jak synoptycy licza wiele kopii naraz.
Rozdzial 16 pyta, dlaczego mozna ufac statystyce, cho¢ wlasne zaokraglenia komputera
szybko czynig jego droge inna niz prawdziwa.

Podsumowanie

* Model Lorenza z 1963 roku, opisujacy podgrzewany garnek, zachowuje trzy
liczby: predkos$¢ wiru x, réznice temperatur y 1 wymieszanie z. Tylko dwa
wyrazy jego trzech regul zmiany, xy i xz, sa nieliniowe. Jego punkty stale to
nieruchomy garnek i dwa ustalone wiry.
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start

a1
1 (-5,3,20)
1 (10, -10, 30)

udzial czasu

T . T T T T - T
-20 —-10 0 10 20 0 10 20 30 40 50
x: ktére skrzydto, jak daleko z: jak wysoko

Rysunek 9.4: Ile czasu przebieg spedza przy kazdej wartoSci x i z, z trzech startow, po
500 jednostek czasu kazdy. Trzy obrysy leza jeden na drugim: histogram nie dba o to,
skad przebieg wystartowat.

* Przy p = 28 przebieg nie osiada w zadnym punkcie statym: krazy wokot
jednego ustalonego wiru, potem wokdt drugiego, przeskakujac nieregularnie i
nigdy si¢ nie powtarzajac. Trzy liczby to najmniej, ile przeptyw potrzebuje do
chaosu, 1 wystarcza.

* Dwa przebiegi o jedng stumilionowa od siebie rozchodzg si¢ w mniej wigcej
dwadziescia jednostek czasu. Wyktadnik Lapunowa przeptywu to okoto 0,9
na jednostke czasu, a wzor na horyzont z rozdziatu 7 przewiduje Sredni czas
rozejscia.

» Kazdy przebieg zostaje Sciggniety na ten sam ograniczony zbior w ksztalcie

motyla: atraktor. Ukfad chaotyczny nie moze pdjs¢, gdzie zechce.

 Statystyki atraktora, takie jak cze$¢ czasu na kazdym skrzydle i Srednia
wysokos¢, sg takie same z kazdego startu. Droga jest nieprzewidywalna; to,
gdzie uktad mieszka, nie.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmyslani: wré¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim p6jdziesz dale;j.
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przeczytac trzy reguly zmiany Lorenza wyraz po wyrazie i powiedzie¢, 1] |2[ [3[ [4[ |5 |
co kazdy wyraz robi z wirem

prowadzi¢ reguty metodg RK4 i odczyta¢ wynik z dwéch widokdw: LJ20 3] 140 15[ ]
jedna liczba wzgledem drugiej oraz jedna liczba wzgledem czasu

zmierzy¢, jak szybko rozchodzg si¢ dwa prawie identyczne przebiegi,i 1] [2[ |3[ [4[ |5 |
zamieni¢ to tempo na horyzont przewidywania

powiedzie¢, czym jest atraktor i dlaczego uktad chaotyczny nie moze 120 )30 140 ]5] ]
pojs¢, gdzie zechce

policzy¢ statystyke przebiegu i sprawdzic, Ze nie zalezy od tego, skad LJ2[ ]3] J4[ 15[ ]
przebieg wystartowat

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzajg to, czego
rozdzial uczyt, w tej kolejnosci, w jakiej uczyl.

1.
2.

Co stowami robi z wirem regufa na tempo x, o (y — x), gdy y jest wieksze od x?
Gdzie przy p = 28 lezg trzy punkty state regut Lorenza?

Dlaczego przeptyw z dwiema liczbami nie moze by¢ chaotyczny i ile liczb uzywa
model Lorenza?

. Wykladnik to okoto 0,9 na jednostke czasu. Gdyby start byt znany tysigc razy

doktadniej, o ile dluzej dwa przebiegi pozostatyby blizej niz 1 od siebie?

Kto$ twierdzi, ze przebieg Lorenza, skoro jest chaotyczny, moze kiedy$ dojs¢ do
z = 200. Co mu odpowiesz?

. Jaka czes¢ diugiego przebiegu zajmuje prawe skrzydlo i skad mozesz to wiedzied,

niczego nie uruchamiajgc?

Podaj liczbe opisujaca przebieg Lorenza, ktdrej nie przewiduje zadna symetria, a
ktora z kazdego startu wychodzi taka sama.



ROZDZIAL 10

Rozciggnij i z10z: dziwne atraktory

W rozdziale 9 dwa przebiegi rownan Lorenza, ktdre zaczety si¢ o wlos od siebie, rozjechaly
si¢ tak, ze nie mialy juz ze sobg nic wspdlnego, a mimo to zaden z nich nigdy nie opuscit
obszaru w ksztalcie motyla, w ktérym si¢ zaczal. Postaw te dwa fakty obok siebie, a
wydadzg si¢ niemozliwe. Jesli sasiednie stany sa w kazdym kroku od siebie odpychane,
dlaczego nie laduja na przeciwnych kraficach wszech§wiata? A jesli wszystko zostaje w
matym obszarze, gdzie podziewa si¢ cate to oddalanie?

Odpowiedz kazdy piekarz ma w rgkach. Ten rozdzial pokazuje ja najpierw na pasku
ciasta, potem na dwuwierszowej regule, ktérg astronom Michel Hénon zapisat w 1976
roku, a na konicu prowadzi do ksztattu bez pola, bez korica dtugosci i z warstwami
wewnatrz warstw, jakkolwiek blisko bys si¢ przygladat.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdziatu bedziesz umiec:

* wyjasnié, jak ruch moze na zawsze pozostawa¢ w pewnym obszarze, a mimo to
by¢ wrazliwy na stan poczatkowy, uzywajac stow rozciaganie i sktadanie

* iterowa¢ odwzorowanie namiotowe i odwzorowanie Hénona w Pythonie i czytaé
to, co wypisuja

* policzy¢, przez jaki czynnik jeden krok odwzorowania Hénona mnozy pole, i
sprawdzi¢ to pomiarem

* powiedzieé, czym sg atraktor, jego basen przyciagania i atraktor dziwny

* opisaé, co pokazuje powickszanie atraktora dziwnego i czym rozni si¢ to od
powiekszania gladkiej krzywej

* opisaé, jak przekrdj Poincarégo zamienia przeptyw w odwzorowanie

10.1 Rozciagnij, potem zl0z

Pot6z kawatek ciasta na stolnicy i wcisnij w nie obok siebie dwie rodzynki. Teraz zagniataj:
rozwatkuj ciasto do podwdjnej dtugosci, a potem przetdz dalsza potowe na blizsza. 1
jeszcze raz, i jeszcze. Po minucie rodzynki sg daleko od siebie, a zadna nie opuscifa
stolnicy.

Jedno zagniecenie to dwa ruchy 1 to one sa trescig catego rozdziatu. Rozcigganie oddala
od siebie kazda pare sasiadow. Sktadanie umieszcza rozciggni€te ciasto z powrotem w
miejscu, z ktérego przyszto. Samo rozcigganie wyniostoby rodzynki poza stolnice; samo
skfadanie nic by im nie zrobifo. Razem robig to, czego zadne z nich nie potrafi.

Zeby zamieni¢ to w arytmetyke, sptaszcz ciasto w pasek biegnacy od 0 do 1 i niech x
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oznacza polozenie rodzynki na nim. Rozcigganie przenosi x w 2x. Wszystko, co wystaje
teraz poza 1, zostaje ztlozone z powrotem, wiec punkt, ktéry wystawat do 2x, laduje w
2 — 2x, tyle przed koricem, ile przedtem byl za nim:

Xn+1 = 2x, jesli 2x, < 1, Xp+1 = 2 — 2x, W przeciwnym razie,

gdzie x, to potozenie rodzynki po n zagnieceniach. Wykres tej reguly wspina si¢ prosta
linig od 0 do 1 i schodzi prosto w dét jak namiot widziany z boku, dlatego nazywa si¢ ja
odwzorowaniem namiotowym.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 10.1
Dwie rodzynki zaczynaja w 0,2345 10,2355, jedng tysieczng paska od siebie. Dopdki
obie s po tej samej stronie zgiecia, kazde zagniecenie podwaja odstep mi¢dzy nimi.
Gdyby podwajat si¢ dalej, po ilu zagnieceniach bytby dtuzszy niz caly pasek? Co
musi si¢ sta¢ zamiast tego?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Po dziesigciu: 0,001 X 210 = 1,024, wiecej niz dlugosé
paska. To niemozliwe: dwie rodzynki na pasku dtugosci jeden nigdy nie
sg od siebie dalej niz o jeden, wigc wezesniej zgigcie musi zlapaé jedng

rodzynke, a drugiej nie.

code/ch10/kneading.py

def knead(x: float) -> float:
"""One knead: stretch the strip to twice its length, then fold."""
stretched = 2.0 * x
if stretched <= 1.0:
return stretched # still on the strip: nothing to fold
return 2.0 - stretched # past the end: fold it back

def main() -> None:
a, b = 0.2345, 0.2355 # two raisins a thousandth apart
print("knead raisin A raisin B gap")
for n in range(14):
print(f"{n:5d} {a:8.4f} {b:8.4f} {abs(b - a):6.4f}")
a, b = knead(a), knead(b)

Listing 10.1: Zagniatanie paska ciasta: rozciagnij, potem z16z
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knead raisin A raisin B gap
Q 0.2345 0.2355 0.0010
1 0.4690 0.4710 0.0020
2 0.9380 0.9420 0.0040
3 0.1240 0.1160 0.0080
4 0.2480 0.2320 0.0160
5 0.4960 0.4640 0.0320
6 0.9920 0.9280 0.0640
7 0.0160 0.1440 0.1280
8 0.0320 0.2880 0.2560
9 0.0640 0.5760 0.5120
10 0.1280 0.8480 0.7200
11 0.2560 0.3040 0.0480
12 0.5120 0.6080 0.0960
13 0.9760 0.7840 0.1920

Odstep podwaja si¢ dziewiec€ razy z rzedu, do 0,512. Przy dziesigtym zagnieceniu jedna
rodzynka zostaje ztozona, a druga nie, i odstep wynosi 0,72. Zagniecenie pdzniej dzieli
je tylko 0,048, przypadkiem: rozrzucone rodzynki mogg by¢ w dowolnej odlegtosci, a
od tej chwili to, gdzie jest jedna, nic ci nie méwi o drugiej. Kazde zagniecenie mnozy
kazdy krotki odstep doktadnie przez 2, wigc wyktadnik Lapunowa tej reguly, w sensie
rozdziatu 7, wynosi In2 = 0,69 na zagniecenie.

Putapka

,Jesli uklad nigdy nie moze opusci¢ malego obszaru, nie moze byé bardzo
wrazliwy na stan poczatkowy.” Obszar ogranicza to, jak duzy moze by¢ btad, a nie
to, jak szybko ros$nie. Maleriki btad podwaja si¢ raz za razem, az doréwna obszarowi,
a od tej chwili dwa przebiegi sg tak niezalezne jak dwie rodzynki rzucone na stolnice
na chybit trafil. Pozostawanie w misce i przewidywalnos¢ to dwie r6zne obietnice, a
sktadanie pozwala uktadowi dotrzymac pierwszej bez drugie;j.

Laboratorium 10.1 — Pasek ciasta

Napisz knead, jedno rozciagniecie 1 jedno ztozenie. Potem napisz kneads_until_apart,
ktore liczy zagniecenia, zanim dwie rodzynki startujace w matym odstepie znajda sie
dalej od siebie niz zadana tolerancja. Dla rodzynek oddalonych o jedna tysieczna i
tolerancji 0,1 odpowiedZ brzmi siedem. Zacznij je dziesi¢€ razy blizej i zobacz, jak
niewiele dodatkowych zagniecen to daje.

Plik startowy: code/labs/ch10/110_01_knead.py
Test: code/labs/ch10/test_110_01_knead.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 110_01_knead

10.2 Dwuwierszowe odwzorowanie Hénona

Pasek to jedna liczba. Uktad Lorenza z rozdziatu 9 ma trzy i rozciaga oraz sktada, gdy
trajektoria okraza jeden z ptatéw, odrywa si¢ od sgsiadéw i zostaje rzucona z powrotem
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do Srodka. W 1976 roku Michel Hénon, astronom z obserwatorium w Nicei, opublikowat
regufe niemal tak prosta, jak to tylko mozliwe, ktdra robi to samo z plaszczyzng — tak
prosta, ze komputer moze wykona¢ miliony jej krokéw. Przenosi ona punkt (x, y), czyli
stan zlozony z dwdch liczb, w nowy punkt:

_1_ 2 _
- n
Xn+1 1 ax,+ yn, Yn+1 = bxna

gdzie a = 1,4, a b = 0,3. Sfowami: nowe x to jeden minus a razy kwadrat starego x plus
stare y; nowe y to stare x zmniejszone do trzech dziesiatych.

Hénon ztozyl ja z trzech ruchéw. Wygiecie przesuwa kazdy punkt w goére lub w doét
o 1 — ax?, garb, ktéry wysyla x i —x na te sama wysoko§¢, wiec prosta biegnaca przez
plaszczyzne zostaje zagieta w tuk: to jest skladanie. Scisniecie sptaszcza plaszczyzne na
boki do trzech dziesiatych jej szerokoSci. Zamiana zamienia miejscami obie liczby, wiec
nastepne wygiecie dziata w poprzek poprzedniego.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 10.2
Zacznij w poczatku uktadu wspoétrzednych, (0, 0). Gdzie jest punkt po jednym kroku
odwzorowania Hénona, a gdzie po dw6ch?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Po jednym kroku (1,0). Po dw6ch
x=1-14%x1+0=-041iy=0,3x 1, wigc punkt to (-0,4,0,3).

code/ch1@/henon. py

A =1.4 # how hard each step bends
B =0.3 # how hard each step squeezes

def henon(x: float, y: float) -> tuple[float, float]:
"""One step of Henon's map."""
return 1.0 - A * x * x +y, B * x

Listing 10.2: Odwzorowanie Hénona: dwie liczby, po jednym wierszu arytmetyki na
kazda

step X y
0.0000 ©.0000
1.0000 0.0000
-0.4000 0.3000
1.0760 -0.1200
.7409  0.3228
0.5543 -0.2223
0.3476 ©.1663
0.9972 0.1043
-0.2879  0.2992

O N O U1l h WNN—= O
|
[
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Listing ciagnie dalej tam, gdzie zatrzymatla si¢ twoja reka. Punkt skacze, nie uspokajajac
si¢, nie powtarzajac i nie uciekajgc: jakkolwiek dltugo go puscisz, x pozostaje miedzy
-1,28 a 1,27.

10.3 Jeden ksztalt dla kazdego startu

Jeden start to jedna historia. Wez ich wiele: siatke czterdziesci na czterdziesci, czyli 1600
punktéw startowych roztozonych réwno w kwadracie, w ktérym zar6éwno x, jak i y biegng
od —0,5 do 0,5.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 10.3

Przepus$c¢ kazdy z tych punktéw przez trzydziesci krokéw odwzorowania Hénona.
Gdzie spodziewasz si¢ zasta¢ chmure: wciaz roztozong po kwadracie, zebrang w
jednym punkcie, czy gdzie indziej?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Gdzie indziej. Kilka punktéw ucieka na zawsze, a
wszystkie pozostate lezg na jednym cienkim, wygietym zbiorze — tym
samym, ktéry rysuje pojedynczy start, jesli pusci¢ go dos¢ diugo. Nie
zbierajg si¢ w punkcie, bo rozcigganie trzyma je z dala od siebie wzdtuz

tego zbioru.

code/ch1@/cloud. py

24 def marked_squares() -> set[tuple[int, int]]:

25 """Every little square that one long run of the map visits."""
26 X, y=0.0, 0.0

27 for _ in range(1000): # let it settle first
28 X, Yy = henon(x, y)

29 marked = set()

30 for _ in range(REFERENCE):

31 X, y = henon(x, y)

32 marked.add(square_of (x, y))

33 return marked

34
35

36 def main() -> None:

37 marked = marked_squares()

38 cloud = [(-0.5 + (i + ©.5) / 40, -0.5 + (j + 0.5) / 40)

39 for i in range(4@) for j in range(40)]

40 start = len(cloud)

M print("step left for good on the attractor")

a2 for step in range(31):

43 if step in (0, 1, 2, 3, 5, 10, 20, 30):

44 on = sum(square_of(x, y) in marked for x, y in cloud)
45 print(f"{step:4d} {start - len(cloud):13d} "

46 f"{on:6d} of {len(cloud)}")

47 cloud = [henon(x, y) for x, y in cloud]

48 cloud = [(x, y) for x, y in cloud if abs(x) + abs(y) < 10]
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Listing 10.3: Chmura startéw i to, czy kazdy laduje na atraktorze

step left for good on the attractor

0 0 104 of 1600
1 0 237 of 1600
2 0 811 of 1600
3 0 1297 of 1600
5 139 1409 of 1461
10 172 1428 of 1428
20 172 1428 of 1428
30 172 1428 of 1428

Zeby rozstrzygnaé, czy punkt lezy na tym zbiorze, program najpierw puszcza jeden start
na 500 000 krokéw 1 zaznacza kazdy kwadracik o boku 0,01, ktéry ten start odwiedzi. Na
poczatku tylko 104 z 1600 punktéw lezy w zaznaczonym kwadraciku. Od kroku 10 lezg
w nich wszystkie 1428, ktdre zostaly, a 172 ucieklo na zawsze, poza dziesiagtke i dalej w
nieskoriczono$¢.

To wtasnie znaczy stowo atraktor: zbidr standw, na ktérym ruch osiada i ktérego juz
nie opuszcza, a ktory przycigga stany dookota. Punkt spoczynku ttumionego wahadta
z rozdzialu 4 to najprostszy atraktor; motyl z rozdziatu 9 to kolejny. Kazdy start, ktory
koniczy na atraktorze, nalezy do jego basenu przyciggania, tak jak kazda kropla deszczu,
ktéra dociera do jeziora, spadta w dorzeczu tego jeziora. Atraktor Hénona ma basen z
brzegiem, a starty spoza niego uciekaja w nieskoriczonos¢.

2,0
1,5 4 ucieka na zawsze
1,0
0,5

- @’

—0,5

laduje na atraktorze

—1,0

—1,5

-2,0 T T T T T
-2 -1 0 1 2

X

Rysunek 10.1: Atraktor Hénona (niebieski) na tle swojego basenu. Kazdy start z biatego
obszaru koniczy na atraktorze; kazdy start z szarego obszaru ucieka na zawsze. Gorna
krawedZ kwadratu z listingu siega w szaroS¢ 1 stamtad pochodzg starty, ktére uciekly.
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10.4 Sci$niety, nie zatrzymany

Chmura zaczeta jako kwadrat o pewnym polu, a skoficzyta na zbiorze cienkim jak linia.
Reguta Hénona méwi doktadnie, jak szybko pole znika. WeZ malenki kwadrat o boku
h z wierzchotkiem w (x, y). Jeden krok przenosi jego dwa boki, strzalki (4, 0) i (0, k),
w dwie nowe strzalki. Przesuniecie x o & zmienia nowe x o mniej wigecej —2ax h, bo
(x + h)? = x? + 2xh + h?, a h? jest malefikie w poréwnaniu z /, i zmienia nowe y o
bh. Przesunigcie y o h zmienia nowe x o h, a nowego y wcale. Kwadrat staje si¢ wiec
pochylonym réwnolegtobokiem o bokach

(p,q) = (2axh, bh), (r,s) = (h, 0).

Pole réwnolegloboku o bokach (p, g) i (r,s) to warto$§¢ bezwzgledna liczby ps — gr,
zwanej wyznacznikiem; dla prostokata o bokach (2,0) i (0,3) dajeona2x3 -0x 0 = 6.
Tutaj wynosi (—=2ax h) x 0 — (b h) x h = —b h?, wiec pole h? zamienia si¢ w b h?. Kazdy
krok mnozy kazde pole przez b = 0,3, gdziekolwiek byl kwadrat: potozenie x, od ktérego
zalezy, jak mocno kwadrat si¢ rozciaga, zostaje pomnozone przez zero i znika z wyniku.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 10.4
Plama punktéw startowych ma pole 1. Jakie ma pole po dziesi¢ciu krokach? Czy to
znaczy, ze jej punkty zwalniaja i staja, jak ttumione wahadlfo z rozdziatu 4?

Odpowiedz, zanim péjdziesz dalej.

Odpowiedz. Okoto 0,0000059, czyli 0,3!°: szes¢ milionowych tego, co
byto. I nie, punkty wcale nie zwalniaja. Z plamy wyciskane jest pole, nie
ruch.

Putapka

»Skoro pole wcigz maleje, ruch musi zamieraé.” Tlumione wahadto traci pole, bo
wszystko jest Sciggane do jednego punktu spoczynku. Odwzorowanie Hénona mocno
Sciska w jednym kierunku, a rozciagga w innym, wi¢c plama staje si¢ coraz dtuzszg i
ciefisza wstega, ktdrej punkty poruszaja si¢ bez korica. Malejace pole méwi, ze ruch
koriczy na czyms cienkim, a nie Ze si¢ zatrzymuje.

Teraz zmierz to. Kwadrat o boku jednej dziesiatej zamienia si¢ w szesnascie tysiecy
punktow na jego brzegu; odwzorowanie przesuwa kazdy z nich, a wzor sznurowadtowy,
znany geodetom, mierzy pole wewnatrz nowego obrysu.

code/ch10@/area.py

edge = outline(0.1, 4000) # a square a tenth on a side
aread, length@ = area(edge), length(edge)
print("step area / start 0.3 *x step outline / start")
for step in range(1, 7):
edge = [henon(x, y) for x, y in edge]
print(f"{step:4d} {area(edge) / area@:13.5f}
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f"{B *x step:12.5f} {length(edge) / length@:16.2f}")

Listing 10.4: Pomiar tego, co odwzorowanie robi z polem

step area / start 0.3 *x step outline / start
1 0.30000 0.30000 0.66
2 0.09000 0.09000 1.56
3 0.02700 0.02700 1.63
4 0.00810 0.00810 4.13
5 0.00243 0.00243 7.58
6 0.00073 0.00073 9.81

Pole maleje o czynnik zapowiedziany przez wyznacznik, z doktadnoscia do pigciu miejsc
po przecinku, az do 0,00073 wartosci poczatkowej po szeSciu krokach. Obrys robi co$
przeciwnego: najpierw si¢ skraca, bo SciSnigcie sptaszcza kwadrat, a potem wcigz ro$nie i
po szeSciu krokach jest 9,8 razy dluzszy, owiniety wokdt mniej niz tysiecznej czgsci pola.

po 0 krokach po 1 kroku po 2 krokach
0.5 - -
_0,5 — - -

T T T T T T T T T

po 3 krokach po 4 krokach po 5 krokach
0.5 - -
= 00 - -
_0,5 — - -

Rysunek 10.2: Kwadrat punktéw startowych, pokolorowanych wedtug tego, gdzie na osi x
kazdy si¢ zaczal, po nie wigcej niz pieciu krokach. Jeden krok wygina go w pétksiezyc,
nastepny rozciaga w cienki pasek, a po trzecim pasek jest ztozony sam na siebie i jego
kolory lezg warstwami.

Jak mocne jest rozcigganie? Nie$ malenka strzatke wzdtuz jednego dtugiego przebiegu,
przesuwajac ja w kazdym kroku tak, jak przesuwatly si¢ boki kwadratu. Zmierz, o ile si¢
wydtuzylta, dodaj logarytm tego wydtuzenia do biezacej sumy i skurcz jg z powrotem do
dtugosci jeden. Srednia z logarytméw to wyktadnik Lapunowa z rozdzialu 7, tym razem
dla odwzorowania ptaszczyzny.
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code/ch10/stretch.py

def exponent(steps: int = 200_000) -> float:
"""The average of log(stretch) of a tiny arrow along one long run.
x, y = settle()
dx, dy = 1.0, 0.0 # an arrow of length one
total = 0.0
for _ in range(steps):
dx, dy = -2.0 * A *x x * dx + dy, B * dx # one step moves it
X, y = henon(x, y)

grow = math.sqrt(dx * dx + dy * dy) # how much it stretched
total += math.log(grow)
dx, dy = dx / grow, dy / grow # back to length one

return total / steps

Listing 10.5: Srednie rozciggniecie malerikiej strzatki

step 0: gap 1.0e-10
step 10: gap 3.0e-08
step 20: gap 1.5e-07
step 30: gap 4.0e-06
step 40: gap 3.5e-05
step 50: gap 3.6e-04
step 60: gap 7.4e-02
step 70: gap 2.1e+00

step 80: gap 3.1e-01

Lyapunov exponent: 0.42 per step
stretch per step: 1.52

squeeze per step: 0.20

Pierwsze wiersze pochodza z drugiej polowy pliku: dwa starty oddalone o 107'0, co
Python zapisuje jako 1.0e-10. Ich odstep rosnie, az w kroku 70 wynosi mniej wiecej 2, a
potem nigdy nie przekracza 2,6, czyli mniej wigcej szerokosci atraktora. Ograniczony, a
mimo to wrazliwy, jak ciasto. Wyktadnik wynosi 0,42 na krok: wzdtuz atraktora malerika
strzatka ro$nie Srednio o czynnik 1,52 na krok, a w poprzek odwzorowanie Sciska ja o
czynnik 0,20. Pomnoéz jedno przez drugie, a dostaniesz z powrotem mniej wiecej 0,3,
czynnik pola. Rozciagnij w jedng strong, Sci$nij w druga, z16z, zeby si¢ zmiescito: to caty
przepis.

Laboratorium 10.2 — Jeden krok i jego pole

Napisz step, jeden krok odwzorowania Hénona, oraz area_factor, ktére przesuwa o
jeden krok trzy wierzchotki malerikiego kwadratu, odczytuje dwa nowe boki jako
strzalki (p, q) 1 (7, s) 1 zwraca warto$¢ bezwzgledng ps — gr podzielong przez stare
pole. Sprawdz, ze daje 0,3, gdziekolwiek postawisz kwadrat, 1 ze zmiana b je zmienia,
a zmiana a nie.

Plik startowy: code/labs/ch10/110_02_henon.py
Test: code/labs/ch10/test_110_02_henon.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 110_02_henon
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10.5 Warstwy w warstwach

Narysowany na cala strone atraktor Hénona wyglada jak kilka wygietych linii. Przyjrzy;j
si¢ blizej.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 10.5

Narysuj piérem dowolng gladka krzywa i powigkszaj jej maty kawatek, raz za razem.
Jak ten kawatek wyglada na koricu? A teraz zgadnij, co zobaczysz, gdy powiekszysz
jedna z linii atraktora.

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Gtadka krzywa coraz bardziej przypomina prostg. Linia
atraktora nie: pod lupg rozpada si¢ na kilka réwnolegtych linii, a kazda z
nich, powiekszona znowu, znowu si¢ rozpada.

caly atraktor powigkszona ramka jej ramka, powigkszona
0,195 A
0.25 7 0.20
0,190
> 0,00 1
el 0,185
0,15 A ’
NN
T T T T T T T
-1 0 1 0,6 0,7 0,62 0,64
x X X

Rysunek 10.3: Powigkszanie atraktora Hénona. Kazda czerwona ramka jest pokazana w
powiekszeniu na nastepnym panelu. To, co wygladato na jedna linie, jest wiazka linii, a
kazda linia tej wigzki sama jest wiazka.

Warstwy wynikaja wprost z przepisu. Kazdy krok rozciaga zbidr, sktada go i Sciska, zeby
si¢ zmiescil, wigc kazde ztozenie ktadzie obok tego, co bylo, cieiszg kopi¢ wszystkiego,
a ta kopia niesie w sobie wlasne warstwy. Dwa skutki brzmia absurdalnie, dopdki nie
zobaczysz ich na wlasne oczy. Atraktor nie ma pola, bo kazde pole jest mnozone przez 0,3
w kazdym kroku, bez korica. A jego dlugos$¢ nie ma korica, bo kresli go krzywa rozciggana
w kazdym kroku o czynnik mniej wiecej 1,52, bez korica.

Putapka

»Wystarczy doS¢ mocno powigkszy¢ dowolng krzywa, a stanie si¢ linig prostg.”
To prawda dla gtadkich krzywych rysowanych piérem 1 dla wykreséw wzoréw, ktore
poznale$S w szkole. Tutaj to nieprawda. Jakkolwiek mocno powickszysz atraktor
Hénona, kazda linia rozpada si¢ na wigzke: ta struktura nie ma najmniejszej skali.
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Atraktor o takiej warstwowej budowie, na ktérym ruch jest chaotyczny, nazywa si¢
atraktorem dziwnym; t¢ nazwe nadali mu David Ruelle i Floris Takens w 1971 roku. Motyl
Lorenza jest takim atraktorem, a atraktor Hénona tez. Taki zbi6r jest czym$ wiecej niz
linia, ktéra miataby skorficzong dtugos¢, i czym§ mniej niz pole, bo zadnego pola nie ma:
jego wymiar lezy miedzy jeden a dwa, a rozdzial 11 mierzy, gdzie doktadnie.

Gdzie to spotkasz

Inzynierowie chemicy mieszaja geste ptyny — zywice, uszczelniacze, pasty spozywcze

—w mieszalniku statycznym: rurze z rzedem krotkich skreconych topatek 1 bez zadnych
ruchomych czesci. Kazda topatka dzieli strumiefi na dwa, obraca potéwki i uktada je
jedna na drugiej: rozciagni¢cie i ztozenie, wykonane przez sam ksztatt rury. Kazda
fopatka podwaja liczbe warstw, wiec dwadziescia topatek daje ich mniej wiecej
milion, bo dziesi¢¢ podwojeni daje okoto tysigca.

Czego tu nie dowodzimy

Stephen Smale przetozyt zagniatanie ciasta na matematyke mniej wiecej dekade przed
odwzorowaniem Hénona. Jego podkowa rozciaga kwadrat w diugi pasek, wygina
go w podkowe i ktadzie z powrotem w poprzek kwadratu. Punkty, ktére zostajag w
kwadracie na zawsze, tworzg zbior z lukami w lukach, a Smale udowodnit, ze ruch na
nim jest tak nieprzewidywalny jak ciag rzutéw moneta. To, co ten rozdziat pokazuje
0 odwzorowaniu Hénona dla a = 1,41 b = 0,3, jest zmierzone, a nie udowodnione:
nikt nie udowodnit, ze zbiér, ktéry rysuje komputer, nie jest, powiedzmy, niezwykle
dlugim cyklem. Michael Benedicks i Lennart Carleson udowodnili w 1991 roku, ze
odwzorowania postaci Hénona naprawde¢ maja atraktory dziwne dla wielu innych
wyboréw tych dwoch liczb.

10.6 Przeplyw pociety na odwzorowanie

Dlaczego reguta z dwiema liczbami miataby cokolwiek méwi¢ o uktadzie Lorenza,
przeptywie z trzema? WyobraZ sobie motyla z tafla szkta wsunigta w jedno z jego skrzydet.
Trajektoria przebija tafle raz za razem 1 za kazdym razem zostawia kropke. Zapomnij o
drodze miedzy przebiciami i zachowaj tylko kropki. Gdy znasz jedna kropke, przepltyw
rozstrzyga, gdzie bedzie nastgpna, wiec kropki podlegaja wtasnej regule: odwzorowaniu
tafli w nig sama, ze stanem ztozonym z dwdch liczb. To jest przekroj Poincarégo, nazwany
na cze$¢ Henriego Poincarégo, ktéry uzyt go w pracy nad trzema cialami z rozdziatu 13.

PRZEPLYW PRZEKROJ ODWZOROWANIE
droga w przestrzeni szyba, ktérg wcigz przecina od przeciecia do przeciecia

Rysunek 10.4: Przekr6j Poincarégo. Droga przeplywu raz za razem przecina tafle; reguta,
ktéra prowadzi od jednego przecigcia do nastgpnego, jest odwzorowaniem tafli.

Odwzorowanie Hénona nie jest przekrojem samego przeptywu Lorenza, ale zbudowano
je tak, zeby zachowywalo si¢ jak taki przekrdj: miedzy dwoma przebiciami przeptyw
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podobny do Lorenzowskiego rozciagga kawatek tafli, Sciska go i skfada, a to wlasnie robig
wygiecie, SciSnigcie 1 zamiana.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 10.6
Rozdziat 4 méwil, ze gladki przeptyw potrzebuje co najmniej trzech liczb w stanie,

zeby by¢ chaotycznym. Odwzorowanie Hénona jest chaotyczne przy dwoéch, a
odwzorowanie logistyczne z rozdziatu 5 przy jednej. Czy to sprzeczno$¢?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Tamta reguta dotyczy przeptywoéw, ktérych drogi
biegng w sposéb ciagly i na ptaszczyznie nigdy nie mogg si¢ przeciac.
Odwzorowanie przeskakuje od jednego stanu do nastepnego, wiec nic
nie przeszkadza mu sktadac. Przeciecie przeptywu z trzema liczbami

tafla zostawia odwzorowanie z dwiema, a chaos przezywa to ciecie.

Podsumowanie

* Chaos w ograniczonym ukfadzie to dwa powtarzane ruchy: rozcigganie,
ktére oddala sgsiadoéw, i skladanie, ktére odktada wszystko z powrotem.
Odwzorowanie namiotowe zagniata pasek i podwaja kazdy maly odstep.

* Odwzorowanie Hénona, x,,; = 1 — ax,zl + V, 1 yp41 = bxy,, wygina, Sciska i
zamienia miejscami wspotrzedne ptaszczyzny.

* Chmura startow konczy na jednym zbiorze, atraktorze; starty, ktore tam
trafiaja, tworza jego basen przyciagania.

» Kazdy krok mnozy kazde pole przez b, wyznacznik kroku, a mimo to ruch
nigdy nie ustaje: odwzorowanie Sciska w jedng strong, a rozciaga w druga.

* Po powickszeniu kazda linia atraktora rozpada si¢ na wiazke, raz za razem.
Atraktor taki jak ten, z chaotycznym ruchem na nim, to atraktor dziwny: bez
pola i bez konica diugosci.

* Przekrj Poincarégo zamienia przeptyw w odwzorowanie, dlatego odwzoro-
wanie z dwiema liczbami moze by¢ chaotyczne, cho¢ przeplyw z dwiema nie
moze.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlar: wré¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim p6jdziesz dale;j.



10. Rozciagnij 1 zt6z: dziwne atraktory 133

wyjasni¢, jak ruch moze na zawsze pozostawa¢ w pewnym obszarze,a 1| |2[ |3[ [4[ |5 |
mimo to by¢ wrazliwy na stan poczatkowy, uzywajac stow rozciagganie i
sktadanie

iterowa¢ odwzorowanie namiotowe i odwzorowanie Hénona w Pythonie 1] [2[ |3[ [4[ |5 |
i czytad to, co wypisuja

policzy¢, przez jaki czynnik jeden krok odwzorowania Hénona mnozy 1] |2 |3[ [4[ [5[ ]
pole, i sprawdzi¢ to pomiarem

powiedzie¢, czym sg atraktor, jego basen przyciggania i atraktor dziwny 1| |2 |3[ |4[ |5 |

opisa¢, co pokazuje powigkszanie atraktora dziwnego i czym rézni sig to 1] [2[ [3[ [4][ |5] |
od powieckszania gtadkiej krzywej

opisac, jak przekrdj Poincarégo zamienia przeptyw w odwzorowanie ]2 ]3] J4[ 5[]

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyt, w tej kolejnosci, w jakiej uczyl.

1.

Rodzynka lezy w punkcie 0,3 paska. Gdzie jest po jednym zagnieceniu, a gdzie po
dwoch?

Dwie rodzynki startuja w odstepie 0,01 i pozostaja po tej samej stronie zgiecia. Jak
daleko sg od siebie po trzech zagnieceniach i dlaczego podwajanie nie moze trwaé w
nieskonczonos$¢?

Wykonaj jeden krok odwzorowania Hénona z punktu (0,5, 0).

Plama punktéw startowych ma pole 2. Jakie ma pole po trzech krokach odwzorowania
Hénona i czy jej punkty przestaly si¢ ruszaé?

Czym rézni si¢ atraktor od swojego basenu przyciggania?
Co widzisz, gdy powickszasz gtadka krzywa, a co, gdy powickszasz atraktor Hénona?

Czym jest przekrdj Poincarégo 1 dlaczego pozwala, by odwzorowanie ze stanem
ztozonym z dwdch liczb byto chaotyczne?



ROZDZIAL 11

Fraktale: mierzenie czegos, co nie ma
dhugosci

Jak dtugie jest wybrzeze Wielkiej Brytanii? Brzmi to jak pytanie do atlasu. Sprawdz
jednak w dwdéch Zrédtach, a mozesz znalez¢ dwie liczby tak od siebie odlegte, ze zadna
nie jest zaokragleniem drugiej, 1 zadna nie jest bledem drukarskim. Dlaczego?

Ten rozdziat na to odpowiada, a potem zastepuje diugosc¢ liczba, ktéra naprawde
opisuje ksztalty takie jak wybrzeze. Zbudujesz dwa takie ksztalty, powtarzajac jedng
regule, zmierzysz nowa liczbe, liczac pudetka, a potem tak samo zmierzysz ksztalt, ktéry
chaos zostawil po sobie w rozdziale 10.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:
» zmierzy¢ krzywa linijkami r6znej dtugosci 1 powiedzied, czy jej dtugos¢ sie
ustala

» zbudowacé krzywa Kocha i zbiér Cantora, powtarzajac regule, i ustalié, co kazda
runda robi z ich dtugoscia

* wyznaczy¢ wymiar z tego, z ilu kopii sktada si¢ ksztalt i ile razy kazda kopia jest
pomniejszona

* obliczy¢ wymiar pudetkowy z listy punktoéw, odczytaé¢ go z wykresu w skali
logarytmicznej i powiedzie¢, na ile mu ufaé

* powiedzieé, co twierdzi wymiar miedzy jeden a dwa, i w jakim zakresie rozmiaréw
prawdziwy obiekt moze na niego zastuzyc

11.1 Wybrzeze i linijka

Pierwszym, kto potraktowat to pytanie powaznie, byt Lewis Fry Richardson, angielski
fizyk. Pod koniec zycia badat wojny i chcial wiedzieé, czy kraje o dtuzszej wspdlnej
granicy czesciej ze sobg walczg. Odkryl, ze sasiedzi potrafig podawac dla tej samej granicy
wyraznie rézne dtugosci. Jego pomiary opublikowano w 1961 roku, po jego $mierci.

Krzywa na mapie mierzy si¢ cyrklem: dwiema ostrymi nézkami rozstawionymi na
statg odlegtosS¢. Przestawiasz je wzdtuz wybrzeza, liczysz kroki 1 mnozysz przez diugos¢
kroku. Ta stata odlegtos¢ to twoja linijka.

134
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 11.1

Mierzysz ten sam odcinek wybrzeza dwa razy na tej samej doktadnej mapie: raz
z cyrklem rozstawionym na 10 kilometréw, raz na 1 kilometr. Ktéry pomiar jest
dluzszy, czy tez si¢ zgadzaja?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Pomiar z 1-kilometrowg linijkg. Dtuga linijka przeskakuje
prosto nad kazdg zatoka wezszg od siebie; krotka wchodzi w zatoke i z
niej wychodzi, a kazdy taki objazd dodaje dtugosci.

W 1967 roku Benoit Mandelbrot opart na pomiarach Richardsona artykut w czasopi§mie
Science zatytutowany ,,How long is the coast of Britain?”, czyli ,,Jak diugie jest wybrzeze
Wielkiej Brytanii?”. Jego odpowiedZ, do ktdrej prowadzi ten rozdzial, brzmiata: to pytanie
nie ma odpowiedzi, ale lepsze pytanie jag ma.

Najpierw zobacz, co ten eksperyment robi z krzywa bez ukrytych szczegotow:
potokregiem o promieniu jeden, ktérego dlugos¢ to m, okoto 3,14159 (potowa z 27
obwodu catego okregu). Postaw na nim punkty, przejdZ od kazdego do nastgpnego po
prostej i dodaj kroki. Oto cata linijka:

code/ch11/_ruler.py

def length(points: list[Point]) -> float:
"""Add up the straight steps from each point to the next.
total = 0.0
for (x0, y@), (x1, y1) in pairwise(points):
dx, dy = x1 - x0, y1 - y@
total += math.sqrt(dx *x dx + dy * dy) # Pythagoras
return total

Listing 11.1: Linijka: dodaj proste kroki

pairwise(points) podaje petli kazdy punkt razem z nastgpnym, a wiersz oznaczony
Pythagoras to odleglo$¢ miedzy nimi: kwadrat przesuni¢cia w poziomie plus kwadrat
przesuniecia w pionie, spierwiastkowane. Nastepny listing zaczyna od trzech punktéw
na potokregu 1 w kazdej rundzie doktada punkt na okregu w potowie miedzy kazdymi
dwoma sgsiadami, co skraca linijke o potowe:

code/ch11/semicircle.py

print(" steps ruler measured length")

for pts in rounds(8):
steps = len(pts) - 1
ruler = length(pts[:2]) # one step, from the first point
print(f"{steps:6d} {ruler:.4f} {length(pts):.5f}")

Listing 11.2: Pétokrag mierzony coraz krétszymi linijkami
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steps ruler measured length

2 1.4142 2.82843

4 0.7654 3.06147

8 0.3902 3.12145

16 0.1960 3.13655

32 0.0981 3.14033

64 0.0491 3.14128
128 0.0245 3.14151
256 0.0123 3.14157
512 ©0.0061  3.14159

Kazda krétsza linijka mierzy wigcej, jak na wybrzezu. Ale kazda runda dodaje mniej
wigcej 0,25 tego, co dodata poprzednia, wigc przyrosty wygasaja, a pomiary ustalajg si¢
na . To ustalanie si¢ jest tym, czym diugos¢ jest: liczba, do ktdrej zblizaja si¢ pomiary,
gdy linijjka si¢ skraca. Gtadka krzywa ja ma. Wybrzeza Richardsona jej nie miaty: dla
kazdego wybrzeza i1 kazdej granicy, ktére sprawdzit, zmierzona dtugos¢ rosta dalej, gdy
linijka si¢ skracata.

11.2 Krzywa, ktora si¢ nie ustala

Nie da si¢ rozumowac o szczegodtach, ktdérych jeszcze nie naniesiono na mape, wiec
zbuduj wybrzeze z reguly, w ktérej kazda skala szczegétow jest znana z gory. Helge von
Koch opisat taka w 1904 roku. Zacznij od odcinka o dlugosci jeden. Podziel go na trzy
rowne czescl 1 zastgp Srodkowa dwoma gornymi bokami tréjkata, kazdym tak dlugim jak
zastepowana cz¢$¢, jak namiot rozbity na Srodkowe;j trzeciej. To pierwsza runda. Druga
robi to samo z kazdg z czterech cze¢sci 1 tak dalej, bez korica.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 11.2
Kazda runda zastepuje kazdy prosty odcinek czterema odcinkami, kazdym trzy razy
krétszym. Przez jaka liczb¢ mnozy si¢ catkowita dtugos¢ w kazdej rundzie?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Przez %: cztery odcinki, kazdy o dlugosci % zastgpowanego,

daja razem 4 X % jego dtugosci.

Spodjrz na runde 5: krzywa sktada si¢ z czterech mniejszych kopii same;j siebie, a kazda z
nich znéw z czterech mniejszych kopii. To samopodobieristwo, regula przeswitujaca w
kazdej skali. Listing buduje rundy od O do 6 i mierzy kazdg linijkg z listingu 11.1:
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runda 0: 1 odcinek runda 1: 4 odcinki runda 2: 16 odcinkéw

runda 3: 64 odcinkéw runda 4: 256 odcinkéw runda 5: 1024 odcinkéw

Rysunek 11.1: Krzywa Kocha po rundach od 0 do 5. Kazda runda rozbija namiot na
Srodkowej trzeciej kazdego prostego odcinka; przerywany prostokat, wysoki jak pierwszy
namiot, mieSci kazda runde.

code/ch11/koch_length.py

print("round pieces ruler length height area"
for n in range(7):
pts = koch(n)
pieces = len(pts) - 1
ruler = 1 / 3%*n
height = max(y for x, y in pts)
print(f"{n:5d} {pieces:6d} {ruler:7.5f} {length(pts):7.3f}"
f" {height:7.4f} {area(pts):7.4f3}")

Listing 11.3: Krzywa Kocha mierzona runda po rundzie

round pieces ruler length height area
Q 1 1.00000 1.000 0.0000 0.0000
1 4 0.33333 1.333 0.2887 0.0481
2 16 0.11111 1.778 0.2887 0.0695
3 64 0.03704 2.370 0.2887 0.0790
4 256 0.01235 3.160 0.2887 0.0832
5 1024 0.00412 4.214 0.2887 0.0851
6 4096 0.00137 5.619 0.2887 0.0859

Po rundzie n kazdy odcinek ma diugos¢ 3%, wigc mierzenie tej rundy to mierzenie krzywej
Kocha linijkg tej dtugos$ci. Kolumna length to za kazdym razem % wiersza wyzej: po
rundzie 6 wynosi 5,619, a po rundzie 20 wynositaby 315. Wysoko$¢, height, stoi na
0,2887, wysokosci pierwszego namiotu. Pole, area, miedzy krzywa a jej podstawa (funkcja
wyzej w tym samym pliku) petznie ku 0,0866 1 dalej nie idzie: kazda runda rozbija cztery
razy wigcej namiotdéw, kazdy o polu dziewie€ razy mniejszym, wiec dodaje g tego, co
dodata poprzednia, a te przyrosty wygasaja jak przyrosty pétokregu.

Sama reguta to koch w chaoslab. Jedyny nieznany wiersz to wierzchotek namiotu: pét
odcinka wzdtuz Srodkowej trzeciej, potem w bok o h razy odcinek, czyli o wysokos¢

trojkata rownobocznego.
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code/src/chaoslab/fractals.py

def koch(level: int) -> list[Point]:
"""The corners of the Koch curve from (0, @) to (1, @) after ~level”
rounds of replacing every segment's middle third with a tent."""
h = math.sqrt(3.0) / 2.0 # height of a unit equilateral triangle
pts = [(0.0, 0.09), (1.0, 0.0)]
for _ in range(level):
nxt = [pts[0]]
for (x0, y0@), (x1, y1) in zip(pts, pts[1:], strict=False):
dx, dy = (x1 - x@0) / 3, (yl - y0) / 3
a = (x0 + dx, yo + dy)
b= (x0 + 2 % dx, yo + 2 x dy)
# the tip: the middle third turned 60 degrees to the left
tip = (a[@] +dx / 2 - h xdy, a[1] + dy / 2 + h x dx)
nxt += [a, tip, b, (x1, y1)]
pts = nxt
return pts

Listing 11.4: Reguta Kocha w chaoslab

Zatrzymaj si¢ i pomysl 11.3
Zalozmy, ze potrafisz narysowac kazda runde, bez konca, 1 zmierzy¢ gotowa krzywa
linijka tak krétka, jak zechcesz. Jaka dlugos¢ dostaniesz?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Zadnej. Za kazdym razem, gdy linijka skraca si¢
trzykrotnie, pomiar ros$nie % razy 1 nigdy si¢ nie ustala. Gotowa krzywa
jest dluzsza od kazdej liczby, jaka zechcesz wymieni¢, a wcigz miesci

sie¢ w przerywanym prostokacie.

Pulapka

»Wybrzeze ma dlugosé, tylko trudno ja zmierzyc.” Diugosc¢ to wartos¢, na ktorej
ustalajg si¢ pomiary, gdy linijka si¢ skraca, a pomiary wybrzeza si¢ nie ustalaja:
kazda doktadniejsza mapa znajduje zatoki w zatokach. Diugo$¢ wybrzeza to fakt o
wybrzezu i o linijce naraz, wigc liczba podana bez linijki albo bez skali mapy nie jest
w ogéle faktem o wybrzezu.

11.3 Liczenie kopii

Georg Cantor opisal drugi ksztalt w 1883 roku i ten idzie w przeciwng stron¢. Wez
odcinek od 0 do 1, podziel go na trzy czesci 1 wyrzué Srodkowa, zostawiajac jej korice.
Zr6b to samo z kazdym kawatkiem, ktéry zostat, bez konca.



11. Fraktale: mierzenie czego$, co nie ma dlugosci 139

Zatrzymaj si¢ i pomysl 11.4

Wyrzucaj Srodkowe trzecie bez korca. Ile z dtugosci odcinka zostanie na koricu? I
czy w ogoéle co§ zostanie?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz.

Dtugosci nie zostanie: kazda runda zachowuje % tego, co byto, wiec po 20 rundach
1048 576 kawatkéw miesci 0,0003 diugosci, a cato$¢ dazy do zera. Ale zostaja
punkty. Konce kazdego kawatka, takie jak % 1 % nigdy nie sa wyrzucane. Nie jest
tez wyrzucana %, ktora nigdy nie jest konicem: lezy w lewej trzeciej; rozciagnij te
trzecig trzykrotnie, a % trafi na %, do prawej trzeciej; rozciagnij te, a wrdci na %.
Omija kazda Srodkowa trzecig bez korica.

To, co zostaje, to zbior Cantora: pyl nieskoniczenie wielu punktéw, wigcej, niz datoby
si¢ kiedykolwiek wypisa¢ na liScie, bez zadnej dtugosci. Dtugos¢ to zte pytanie dla obu
ksztaltéw: jeden ma jej za duzo, drugi za mato. Oto lepsze.

Pomniejsz odcinek trzykrotnie, a trzy kopie odbuduja oryginat. Pomniejsz kwadrat
trzykrotnie, a potrzeba dziewieciu; szescian potrzebuje 27. To 3!, 32 i 33, a wyktadnik to
wymiar. Ksztalt ztozony z kopii samego siebie, kazdej pomniejszonej tyle samo razy, ma
wigc wymiar D, dla ktérego

pomniejszenie” = kopie.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 11.5
Krzywa Kocha to cztery kopie samej siebie, kazda pomniejszona trzykrotnie. Jesli
3P =4, to czy D wynosi 1, 2, czy co$§ pomigdzy?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Co$ pomiedzy: 3' = 3 kopie to za mato, a 3% = 9 to za
duzo. Potega 3, ktéra daje 4, to okoto 1,26.

Znalezienie tej potegi to zadanie logarytmu, ktory w rozdziale 2 odpowiadat na pytanie
,,i1le krokéw, zanim”, a tu odpowiada na pytanie ,,ile czynnikéw trzy daje cztery’:

_1n4~

D=—=%
In3

1,26,

gdzie In to logarytm naturalny z kazdego kalkulatora. Zbiér Cantora to dwie kopie samego
siebie, kazda pomniejszona trzykrotnie, wigc jego wymiar to In2/In 3, okoto 0,63: wigcej
niz osobne punkty, ktére maja wymiar 0, i mniej niz odcinek.
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Putapka

»Wymiar musi by¢ liczbg calkowita.” Jest liczbg catkowitg dla ksztaltéw, ktore
poznate$ w szkole, bo sg gladkie: przybliz gtadka krzywa, a wyglada jak odcinek.
Licz kopie zamiast kierunkow, a wymiar staje si¢ pomiarem, ktory moze wyjs¢
jakikolwiek. Wymiar krzywej Kocha, 1,26, méwi coS precyzyjnego: za dluga, zeby
mie¢ dlugosé, za cienka, zeby miec pole. Ksztalt, ktérego wymiar nie jest liczbg
catkowitg, Mandelbrot nazwat w 1975 roku fraktalem, od tacifiskiego fractus, ztamany.

Wymiar wyjasnia tez linijki Richardsona. Skré¢ linijke trzykrotnie, a zmierzona dtugosé
pomnozy si¢ przez 3°~!: przez § dla krzywej Kocha, przez 1 dla wszystkiego, co gtadkie,
przez % dla zbioru Cantora. Na osiach, na ktorych kazdy krok to dziesi¢ciokrotnos¢,
kazdy z tych przypadkow jest prosta, a rysunek 11.2 pokazuje wszystkie trzy. Wybrzeza
Richardsona dawaty wtasnie takie proste, a Mandelbrot odczytat z ich nachyleft wymiary:
okoto 1,25 dla zachodniego wybrzeza Wielkiej Brytanii.

o
N3]
\n
o)
=z
2 0
5 107 3
< B
=
o)
N
St
g
S
—e— potokrag: ustala si¢ na z
10-! 4 —®— krzywa Kocha: ro$nie bez korica
1 —*— 2zbior Cantora: kurczy si¢ do zera

T T T T T T T T T T LI
10° 107! 1072 1073

dtugosé linijki (w prawo coraz krdtsza)

Rysunek 11.2: Co dzieje si¢ ze zmierzong dtugoscia, gdy linijka si¢ skraca (w prawo).
Gtadka krzywa si¢ ustala; krzywa Kocha roSnie bez konica, a zbiér Cantora kurczy si¢ do
zera, kazda wzdluz prostej, ktorej nachylenie to jej wymiar minus jeden.

Laboratorium 11.1 — Zbiér Cantora z reguly

Napisz cantor, ktéry zwraca kawatki pozostate po danej liczbie rund, oraz length_left,
ktéry je sumuje. Potem napisz similarity_dimension, ktéry zamienia ,.tyle kopii,
kazda pomniejszona tyle razy” na wymiar za pomocg math.log. Test sprawdza
odcinek, kwadrat, krzywa Kocha 1 zbiér Cantora oraz to, ze }‘ przetrwa kazda rundg.

Plik startowy: code/labs/ch11/111_01_cantor.py
Test: code/labs/ch11/test_111_01_cantor.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 111_01_cantor
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11.4 Liczenie pudelek

Liczenie kopii wymaga reguly, a zadna reguta nie zbudowala wybrzeza. Na wszystko, co
da si¢ narysowac, dziala zliczanie pudetek: nal6z na ksztalt siatke kwadratow o boku s,
policz kwadraty, ktérych dotyka, nazwij te liczbe N, zmniejsz s o potowe i policz znowu.

POKRYJ F— POLICZ NACHYLENIE

pudetkami o boku s [ potowa's; od nowa zajete pudetka In N wobec In 1/s

Rysunek 11.3: Zliczanie pudelek w trzech krokach. Przepis potrzebuje tylko listy punktéw,
wigc dziala na ksztaltach, ktérych nie zbudowata Zadna reguta.

Dla odcinka zmniejszenie pudetka o potowe podwaja liczbe pudetek; dla wypelnionego
kwadratu mnozy ja przez cztery. W ogdlnosci zmniejszenie pudetka o potowe mnozy N
przez 2P i tak odczytuje sie D.

Zatrzymayj si¢ i pomysl 11.6
Jesli wymiar krzywej Kocha naprawde wynosi 1,26, to mniej wigcej ile razy wiecej
pudelek powinna potrzebowaé po kazdym zmniejszeniu pudetka o potowe?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Okoto 22, czyli 2,4: wiecej niz 2 dla odcinka i mniej niz
4 dla kwadratu.

Nastepny listing pokrywa 65 537 wierzchotkéw krzywej z rundy 8 pudetkami od % do

ﬁ, celowo potéwkami: krzywa jest zbudowana z trzecich, a pomiar, ktéry by to wiedzial,

byltby stabszym sprawdzianem.
code/ch11/koch_boxes.py

ns = counts(POINTS, SIZES)
print(" box side boxes  times as many as the row above")
for k, (s, n) in enumerate(zip(SIZES, ns, strict=True)):

line = f" 1/{round(1 / s):<6d} {n:8d}"

if k:
line += f" {n / ns[k - 1]:.2f}"
print(line)
print(f"slope of 1n N against 1In(1/s): {dimension(SIZES, ns):.3f}")
print(f"ln 4 / 1n 3: {math.log(4) / math.log(3):.3f}")

Listing 11.5: Zliczanie pudetek na krzywej Kocha
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box side boxes  times as many as the row above

1/2 3

1/4 7 2.33

1/8 15 2.14

1/16 33 2.20

1/32 91 2.76

1/64 201 2.21

1/128 539 2.68

1/256 1255 2.33

1/512 3169  2.53

1/1024 7325 2.31
slope of 1n N against 1n(1/s): 1.262
In 4 / 1n 3: 1.262

Ostatnia kolumna waha sie wokét 2,4, bo trzecie i potéwki do siebie nie pasuja. Zeby
usrednic to wahanie, narysuj logarytm kazdej liczby pudetek wzgledem logarytmu kazdego
1/s. Jesli N rosnie jak (1/s)?, logarytm zamienia tg potege w prosta o nachyleniu D, a
fit_slope prowadzi prosta, ktéra przechodzi jak najblizej wszystkich dziesi¢ciu punktow.
Jej nachylenie to 1,26; In4/In 3 to 1,26.

Nie ufaj tej zgodnosci bardziej, niz na to zastuguje. Dopasuj prosta do dowolnych pieciu
sasiednich rozmiar6w zamiast wszystkich dziesieciu, a nachylenie wyladuje gdziekolwiek
od 1,21 do 1,31. Ten rozrzut to uczciwa wielkos$¢ btedu i dlatego wymiar pudetkowy
dopasowuje si¢ w tak szerokim zakresie rozmiaréw, na jaki pozwalajg dane.

Laboratorium 11.2 - Policz pudelka sam

Napisz count_boxes, ktéry mowi, ile kwadratéw o danym boku zawiera co najmniej
jeden punkt, oraz box_dimension, ktéry dopasowuje nachylenie dla listy rozmiaréw.
Test sprawdza odcinek, wypetniony kwadrat, krzywa Kocha i zbiér Cantora, kt6-
rego wymiar pudetkowy powinien zgodzi¢ si¢ z wymiarem z kopii z pierwszego
laboratorium.

Plik startowy: code/labs/ch11/111_02_boxes.py

Test: code/labs/ch11/test_111_02_boxes.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 111_02_boxes

11.5 Ksztalt, ktéry zostawia chaos

W rozdziale 10 punkty odwzorowania Hénona, ktére przenosi punkt (x, y) ptaszczyzny
w (1 - 1,4x% + y, 0,3x), osiadaly na atraktorze bez zadnego pola, ktéremu rozciaganie
odbiera tez skoriczona dlugo$¢. Nikt nie zbudowatl tego ksztattu kopia po kopii. To
doktadnie ten rodzaj obiektu, do ktérego stuzy zliczanie pudetek.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 11.7
Bez pola i bez skoniczonej dtugosci. Zanim policzysz cho¢ jedno pudetko: czy
spodziewasz si¢, ze wymiar atraktora Hénona wynosi 1, 2, czy coS§ pomiedzy?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Co$ pomiedzy 1 a 2: brak skonczonej dlugosci czyni go
czymS§ wiecej niz krzywa, a brak pola czym§ mniej niz powierzchnia.
Listing mierzy okoto 1,23.

code/ch11/henon_boxes.py

37 print("boxes of side 1/4, 1/8, ... 1/1024 touched by the attractor")
38 for n in (100_000, 1_000_000):

39 ns = counts(attractor(n), SIZES)

40 fives = [dimension(SIZES[i:i + 5], ns[i:i + 5]) for i in range(5)]
a print(f"{n:9d} points:" + "".join(f"{c:6d}" for c in ns))

42 print(f" slope through all nine sizes: !

43 f"{dimension(SIZES, ns):.3f}")

44 print(f" through any five in a row: !

45 f"{min(fives):.3f} to {max(fives):.3f}")

Listing 11.6: Zliczanie pudetek na atraktorze Hénona

boxes of side 1/4, 1/8, ... 1/1024 touched by the attractor
100000 points: 28 63 148 349 830 1917 4455 10081 22362
slope through all nine sizes: 1.214
through any five in a row: 1.190 to 1.234
1000000 points: 28 63 148 349 833 1930 4548 10551 25457
slope through all nine sizes: 1.230
through any five in a row: 1.226 to 1.237

Funkcja attractor uruchamia odwzorowanie z (0, 0) i zachowuje kazdy punkt po pierw-
szym tysigcu krokéw. Dla 1000000 punktéw nachylenie przez wszystkie dziewigc
rozmiarOw pudetek wynosi 1,23, a przez dowolne pie¢ sasiednich lezy miedzy 1,23 a 1,24.
Dla 100 000 punktéw spada do 1,21: najmniejsze pudetka potrzebujg wielu punktow,
zanim kazda cienka warstwa atraktora zostanie odwiedzona, wi¢c za malo punktéw
zostawia pudetka niepoliczone i sptaszcza prosta.

Staranne opublikowane pomiary, z duzo wicksza liczba punktow 1 mniejszymi
pudetkami, dajg wymiar okofo 1,26. Nasz jest nieco nizszy, ma rozrzut 1 ma znany powod,
by by¢ zanizony: tak wyglada uczciwy pomiar wymiaru. To, ze opublikowana wartos¢
zgadza si¢ z wymiarem krzywej Kocha, jest zbiegiem okolicznosci: te dwa ksztalty nic o
sobie nie wiedza.

W tym wlas$nie sensie atraktory tej czeSci ksigzki sg dziwne. Rozciaganie czyni je
dtugimi, sktadanie trzyma je w pudetku, a ksztalt za dtugi, by mie¢ dlugosé, 1 za cienki,
by mie¢ pole, jest fraktalem.
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106 nachylenie 2
B krzywa Kocha: nachylenie 1,26 e

®  atraktor Hénona: nachylenie 1,23 ,//

10°

148 pudetek o boku 1/16

10*

10°

zajete pudetka, N

10?

10!

T ToTrTTTTT TorTTTTTT
10! 10 103
pudetek na jednostke dtugosci, 1/s

Rysunek 11.4: Z lewej: atraktor Hénona pokryty pudetkami o boku 1—16. Z prawej: liczba
zajetych pudetek wzgledem liczby pudetek na jednostke dtugosci, na osiach, na ktérych
kazdy krok to dziesigciokrotno$é. Oba ksztalty lezg na prostych mi¢dzy przerywanymi
prostymi o nachyleniu 11 2.

11.6 Fraktale w Swiecie

Kiedy juz znasz ten ksztalt, widzisz go wszedzie. LiS¢ paproci sktada si¢ z mniejszych
listkow. Rzeka zbiera strumienie, ktdre zbieraja mniejsze strumienie. Kalafior romanesco
to spirala stozkéw, z ktorych kazdy jest spiralg mniejszych stozkéw. Naczynia krwiono$ne
rozgaleziaja si¢ i rozgaleziaja znowu.

Zatrzymayj sie i pomysl 11.8

Twoje pluca musza przepuszczac tlen do krwi przez cienka powierzchnie, a cata ta
powierzchnia musi zmiescic¢ si¢ w klatce piersiowej. Dlaczego ptuco mogtoby by¢
zbudowane jak fraktal, rozgaleziajac si¢ raz za razem?

Odpowiedz, zanim péjdziesz dalej.

Odpowiedz. Bo fraktal mieSci ogromng powierzchni¢ w matej
przestrzeni, tak jak krzywa Kocha miesci nieograniczong dtugos¢ w
swoim przerywanym prostokacie. Kazda runda rozgatezien mnozy
powierzchnig, a klatka piersiowa zostaje tej samej wielkoSci.
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Putapka

,Iraktale to ozdoba: tadne obrazki, zadnego pozytku.” Rozgatezienia w ptucach,
naczyniach krwiono$nych i sieciach rzecznych wykonuja prace: docieraja do kazdego
punktu objetosci albo krajobrazu 1 mieszcza duza powierzchni¢ albo dlugi brzeg
w ograniczonej przestrzeni. Ksztalt jest rozwigzaniem problemu, a jego wymiar to
liczba, ktérag mozna zmierzy¢ i poréwnac.

Gdzie to spotkasz

W twoich ptucach drogi oddechowe dzielg si¢ na dwie mniej wigcej dwadzieScia
trzy razy miedzy tchawica a malefnkimi pecherzykami ptucnymi, w ktérych gaz
przechodzi do krwi, i tak mieszczg w klatce piersiowej powierzchni¢ kilkudziesieciu
metréow kwadratowych. Fizjolodzy opisuja drzewo oskrzelowe pojeciami z tego
rozdziatu: kazde pokolenie rozgalezien to mniejsza kopia poprzedniego.

Kazdy z tych ksztaltéow jest fraktalem tylko w pewnym zakresie rozmiaréw. Krzywa
Kocha ma namioty w namiotach az do samego dotu, bo reguta si¢ nie meczy; wybrzeze
przestaje pokazywac nowe szczeg6ly mniej wiecej na poziomie kamykow 1 ziaren piasku,
papro¢ na swoich najmniejszych listkach, pluco na pgcherzykach o Srednicy utamka
milimetra. Kiedy wigc kto§ nazywa prawdziwy obiekt fraktalem, zapytaj: w jakim zakresie
rozmiaréw i jak zmierzony? Zliczanie pudetek w zakresie tysigckrotnym to wynik; w
zakresie trzykrotnym to zgadywanie.

Najstynniejszy fraktal ze wszystkich powstaje z iterowania reguty na punktach ptasz-
czyzny zamiast prostej i jest tematem rozdziatu 12.

Podsumowanie

* Dlugos¢ krzywej to warto$¢, na ktdrej ustalajg si¢ jej pomiary, gdy linijka si¢
skraca. Gladka krzywa si¢ ustala; wybrzeze ros$nie dalej, co odkryt Richardson
i 0 co Mandelbrot zapytal w 1967 roku.

* Krzywa Kocha mnozy swoja dlugos¢ przez % w kazdej rundzie, wiec nie ma
skonczonej dlugosci, a jej wysokosS¢ 1 pole, ktére ogranicza, pozostajg state.
Jest samopodobna: ztozona z mniejszych kopii samej siebie.

» Zbiér Cantora zachowuje % dlugosci w kazdej rundzie, wigc diugosci nie
zostaje, ale nieskoriczenie wiele punktow tak. Ksztatt ztozony z kopii samego
siebie, kazdej pomniejszonej tyle samo razy, ma wymiar D, dla ktérego
pomniejszenie” = kopie: okoto 1,26 dla Kocha i 0,63 dla Cantora. Ksztalt,
ktérego wymiar nie jest liczbg catkowita, to fraktal.

* Zliczanie pudelek mierzy wymiar z samych punktéw: to nachylenie In N
wzgledem In(1/s), gdzie N pudelek o boku s dotyka ksztattu. Rozrzut dla
réznych zakresGw rozmiaréw to uczciwy blad.

 Atraktor Hénona daje w pomiarze okoto 1,23 (w publikacjach: okoto 1,26):
atraktory dziwne sg fraktalami.
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* Prawdziwe obiekty sg fraktalami w pewnym zakresie rozmiarow, nigdy
az do samego dotu, a fraktalne rozgalezienia mieszcza duza powierzchni¢ w
maltej przestrzeni.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wré¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.

zmierzy¢ krzywg linijkami roznej dtugosci i powiedzied, czy jej dtugos¢ 1] [2[ [3[ [4][ |5] |
si¢ ustala

zbudowac krzywa Kocha i zbiér Cantora, powtarzajac regute, i ustalic,  1[ [2[ [3[ |4 |5[ ]
co kazda runda robi z ich dlugoscia

wyznaczy¢ wymiar z tego, z ilu kopii sktada si¢ ksztatt i ile razy kazda 1] [2[ [3[ [4][ |5] |
kopia jest pomniejszona

obliczy¢ wymiar pudetkowy z listy punktéw, odczyta¢ go z wykresu w 1] [2[ |3[ [4[ |5 |
skali logarytmicznej i powiedzie¢, na ile mu ufaé

powiedzie¢, co twierdzi wymiar miedzy jeden a dwa, i w jakim zakresie 1] |2[ [3[ [4[ |5 |
rozmiarOw prawdziwy obiekt moze na niego zastuzy¢

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyt, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1.

Dwa atlasy podaja dtugos¢ tego samego wybrzeza jako 800 1 1100 kilometréw. Czy
oba moga mie¢ racje i co kazdy powinien byt ci powiedzie¢?

Krzywa Kocha zaczyna jako odcinek o dtugosci 1. Jak dtuga jest po trzech rundach?

Inna reguta dzieli kazdy kawalek odcinka na pig¢ rownych czesci 1 wyrzuca drugg 1
czwartg. Ile dlugosci zostaje po jednej rundzie 1 jaki wymiar ma to, co zostaje na
zawsze?

Ksztalt sktada si¢ z 8 kopii samego siebie, kazda pomniejszona 2 razy. Jaki ma
wymiar 1 jaki znany ksztatt go ma?

. Zmniejszenie pudetka o polowe zmienia liczbe pudetek ze 100 na 283. Jaki jest w

przyblizeniu wymiar?

Dlaczego zmierzony wymiar atraktora Hénona wzrést, gdy zwickszyla si¢ liczba
punktow?

Kto§ méwi ci, ze gtdwka brokutu to fraktal. O co powinienes zapytaé?



ROZDZIAL 12

Iteracja na plaszczyznie: Julia i
Mandelbrot

Wez liczbe, podnies ja do kwadratu i dodaj 1. Zréb to samo z wynikiem, i jeszcze raz.
Zaczynajac od 0, dostajesz 0, 1, 2, 5, 26 i liczby znikaja, pedzac do nieskoriczonosci.
Dodaj —1 zamiast 1, a ten sam przepis daje 0, —1, 0, —1 bez konica. Oto wiec pytanie z
odpowiedzig tak albo nie dla kazdej liczby ¢, ktéra mozesz dodawac: czy przepis, zaczety
od 0, ucieka?

Na osi liczbowej odpowiedZ jest nudna: te c, ktére nie uciekaja, tworza jeden
nieprzerwany odcinek, od —2 do }‘. Ten rozdziat zadaje to samo pytanie punktom plaskiej
plaszczyzny, niczego poza tym nie zmieniajac, a odpowiedzig jest najstynniejszy obraz w
matematyce. To takze droga do chaosu z rozdzialu 8 ogladana z boku 1 ostatnia rzecz,
ktora czes¢ 11 ma ci do pokazania o ksztattach chaosu.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdziatu bedziesz umiec:

* dodawac 1 mnozy¢ dwa punkty ptaszczyzny, recznie i za pomoca liczb zespolonych
Pythona

» stosowad regule z — z> + ¢ od punktu startowego i znajdowaé krok, w ktérym
orbita ucieka

» powiedzieé, co zbidr Julii, a co zbiér Mandelbrota ustala, a co pozwala zmieniaé

e przelicza¢ r odwzorowania logistycznego na ¢ zbioru Mandelbrota i z powrotem
oraz odnaleZz¢ kaskade z rozdziatu 8 na osi rzeczywistej

e odrézni¢ czesci zbioru Mandelbrota, w ktérych orbita si¢ ustala, od tych, w
ktérych nigdy si¢ nie ustala

12.1 Liczby, ktore s3 punktami

Wszystkie liczby w tej ksigzce zyly dotad na prostej. Punkt ptaskiej ptaszczyzny potrzebuje
dwdch liczb: jak daleko w poziomie i jak daleko w pionie. Punkt trzy w prawo i cztery w
gore zapisz jako 3 + 4i. Na razie i to tylko etykieta znaczaca ,,w gére”: liczba przy niej to
cze$¢ pionowa, a druga to czg$¢ pozioma. Liczby zapisane w ten sposéb nazywaja si¢
liczbami zespolonymi; cz¢S¢ pozioma nazywa si¢ rzeczywistq, a pionowa urojong — do
korica tego podrozdziatu bedziesz mie¢ powody, zeby tym nazwom nie ufac.

Dodawanie dwdch takich liczb to przesuwanie. Dodaj osobno czesci poziome i 0sobno
pionowe, (3 + 4i) + (1 + 2i) = 4 + 61, dokladnie tak, jak dwa ruchy na mapie sktadajg si¢
w jeden.

147
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Mnozenie wymaga reguly; oto ona w stowach. Kazdy punkt ma dfugosé, czyli
odlegtos¢ od 0, i kqgt, czyli to, o ile jest obrécony przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara
od dodatniej potowy osi poziomej. Dla 3 + 4i dtugo$¢ wynosi 5, z twierdzenia Pitagorasa,
a kat to 53,13 stopnia. Reguta: zeby pomnozy¢ dwa punkty, pomnéz ich dlugosci i
dodaj ich katy. Mnozenie przez 2, ktére ma dlugos¢ 2 i kat 0, podwaja odlegtos¢ punktu
od 0 1 nie zmienia jego kierunku. Mnozenie przez i, punkt o jeden krok w gore, zachowuje
dtugos¢ 1 obraca punkt o ¢wier¢ obrotu przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 12.1
Punkt i ma dtugos¢ 1 1 kat 90 stopni. Ile wynosii X i?
Odpowiedz, zanim péjdziesz dalej.

Odpowiedz. —1. Dlugosci mnoza si¢ do 1 x 1 = 1, a katy dodaja do 180
stopni: p6t obrotu od 1 prowadzi do —1.

Szkota uczy, ze zadna liczba podniesiona do kwadratu nie daje wyniku ujemnego, i na
prostej to prawda. Poza prosta juz nie, i nie stafo si¢ nic tajemniczego: dwa ¢wiercobroty
daja p6t obrotu. Majac i X i = —1, mozesz wymnazaé nawiasy jak zawsze i na koncu
uporzadkowa¢ wynik:

(a + bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Stowami: czeS$¢ pozioma iloczynu to iloczyn obu cze¢sci poziomych minus iloczyn obu
czesci pionowych; czeS¢ pionowa to suma iloczynow czesci poziomej kazdej liczby przez
czeS¢ pionowa drugiej. Tej reguly uzywa komputer i zgadza si¢ ona z regutg dtugosci 1
katéw dla kazdej pary punktéw. Python ma jg wbudowang: typ nazywa si¢ complex, a i
zapisuje si¢ jako 1j.

code/ch12/complex_numbers.py

def times(a: float, b: float, c: float, d: float) -> tuple[float, float]:
"""(a+ b i) times (c + d i): multiply out, then use i x i = -1."""
return a x c - b *xd, axd+b*c

Listing 12.1: Reguta mnozenia, recznie

code/ch12/complex_numbers.py

print("i times i, by hand: ", times(0, 1, @, 1))
print("i times i, by Python:", 1j * 13)

z =3+ 4j

print("(3+4i)*2, by hand: ", times(3, 4, 3, 4))
print("(3+4i)*2, by Python: ", z * 2z)

print(f"lengths: {abs(z)} and {abs(z * z)}")
print(f"angles: {degrees(z):.2f} and {degrees(z * z):.2f} degrees")

Listing 12.2: Recznie, w Pythonie 1 przez dtugosci i katy
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i times i, by hand: (-1, 0

i times i, by Python: (-1+03j)
(3+4i)*2, by hand: (-7, 24)
(3+4i)*2, by Python: (-7+243j)
lengths: 5.0 and 25.0

angles: 53.13 and 106.26 degrees

Podnie$ 3 + 4i do kwadratu na oba sposoby. Algebra daje 9 — 16 = -7 w poziomie i
12 + 12 = 24 w pionie. Obrazek daje dlugos¢ 5 x 5 = 25 1 kat 106,26 stopnia, dwa razy
53,13, a punkt —7 + 24i ma doktadnie t¢ dtugos¢ i ten kat. Dwa opisy, jedna odpowiedz.

Zatrzymaj sie i pomysl 12.2

Liczby z 1 nazywa si¢ urojonymi. Czy cokolwiek na Swiecie naprawde zachowuje si¢
jaki?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Tak: wszystko, co ma wielkoS¢ i kierunek i daje si¢ obracac.
Mnozenie przez i to ¢wier¢ obrotu, a obrét jest tak samo rzeczywisty jak
wszystko, co da si¢ zmierzyc.

Putapka

»Liczby zespolone s3 urojone, wi¢c nie opisuja niczego rzeczywistego.” Ta nazwa
to historia, nie opis. Liczba zespolona to punkt ptaszczyzny z reguta mnozenia, a ta
reguta mowi, jak rozciagac i jak obracac. Wszystko, co si¢ rozciaga i obraca — fale,
obro6t, prad przemienny — opisuja liczby zespolone, bo wlasnie do tego stuza, a nie
dlatego, ze ktoS$ udaje.

Gdzie to spotkasz

Elektrycy opisuja napigcie przemienne jako punkt krazacy po okregu: jego dtugosé
to wielkoS¢ napiecia, a kat mowi, w ktérym miejscu swojego cyklu napiecie jest.
Obwo6d mnozy ten punkt przez stalg liczbe zespolona, swoja impedancje, ktéra
zmienia wielko$¢ 1 przesuwa faze — dlugosci si¢ mnoza, katy dodajg. Inzynierowie
pisza j zamiast i, bo litera i byla juz zajeta przez natezenie pradu, a Python idzie w
ich §lady: dlatego pisze 1j.

12.2 Kwadrat, dodawanie i pytanie o ucieczke

Oto cata regula tego rozdzialu. Wybierz liczbe zespolong c¢. Zacznij od z = 01 réb kroki
2o+,

gdzie strzatka znaczy staje si¢: podnie$ punkt do kwadratu, a potem przesufi go o ¢. To
iteracja z rozdziatu 2, tylko z ptaszczyzna zamiast prostej. Gdy c¢ lezy na osi poziomej, to
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arytmetyka z poczatku rozdziatu: ucieczka do nieskonczonosci dla ¢ = 1, cykl dlugosci
dwadlac = -1.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 12.3
Zacznij od 0 z ¢ = =2 1 zapisz kilka pierwszych krokéw. Czy orbita ucieka?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Idzie 0, -2, 2, a potem 2 X 2 — 2 = 2 bez kofica: stoi
doktadnie na 2 i nigdy nie oddala si¢ bardzie;.

code/ch12/orbits.py

def orbit_of_zero(c: complex, steps: int) -> list[complex]:
"""Q, then zxz + c applied again and again: steps + 1 values.

zs = [0j]
for _ in range(steps):
z = zs[-1]
zs.append(z * z + ¢)
return zs
Listing 12.3: Orbita 0 pod dziataniem reguty
c = 1: 0 1 2 5 26 677
c = -1: Q -1 Q -1 0 -1
c = 0.25: Q 0.25 0.3125 0.3477 0.3709 0.3875
c = -2: Q -2 2 2 2 2
c = i: Q 1i -1+11 -1i -1+1i -1i

Ostatni wiersz to ptaszczyzna w dziataniu. Dla ¢ = 1 orbita od razu opuszcza prosta,
obiega mala petle, a potem przeskakuje miedzy —1 + 1 a —i bez konica. Wiersz dla }L
pelznie w gore 1 nigdy nie przekracza %

Nie da si¢ patrze¢ w nieskoriczono$¢, wiec potrzebny jest test, ktory rozstrzyga sprawe
w skoniczenie wielu krokach, i taki test istnieje: gdy dlugos¢ orbity przekroczy 2, orbita
juz nie wraca. Liczba krokéw potrzebna do przekroczenia 2 to czas ucieczki punktu, a
biblioteka ksiazki liczy go w pigciu wierszach.

Czego tu nie dowodzimy

Dlaczego 2 wystarcza — sfowami, a nie jako dowdd. Jesli ¢ jest dluzsze niz 2, juz
pierwszy krok przekracza 2, wigc zatdz, ze nie jest, a z jest dtuzsze niz 2. Podniesienie
do kwadratu zamienia dtugos¢ z w jej kwadrat, a dodanie ¢ cofa punkt co najwyzej o
dlugosc c, ktdra jest mniejsza od dtugosci z. Nowa dlugos¢ wynosi wiec co najmnie;j
starg dtugosc razy (stara dtugo$¢ minus jeden), a to wiecej niz stara dtugos¢: punkt
si¢ oddala, i to tym szybciej, im jest dalej. ,,Dodanie ¢ cofa co najwyzej o jego

dlugos¢” to nieréwnos¢ tréjkata, udowadniana na kazdym pierwszym kursie liczb
zespolonych.
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code/src/chaoslab/fractals.py

def escape_time(c: complex, limit: int = 100, z: complex = @j) -> int:
"""Tterate z -> zxz + ¢ from z; return the step at which |z| exceeds 2,
or “limit™ if it never does. Once |z| > 2 it is gone for good."""
for n in range(limit):
if z.real x z.real + z.imag * z.imag > 4.0:
return n
z=2z%z+c
return limit

Listing 12.4: Czas ucieczki, z biblioteki ksigzki

Test dodaje kwadraty obu czeSci i poréwnuje sume z 4, co jest twierdzeniem Pitagorasa
bez pierwiastka: dlugos¢ przekracza 2 doktadnie wtedy, gdy jej kwadrat przekracza 4.
Dla ¢ = 1 odpowiedz to 3, krok, w ktérym orbita dochodzi do 5. Dla ¢, ktérego orbita
nigdy nie ucieka, funkcja liczy az do limit 1 zwraca t¢ wartoS¢.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 12.4

c= }1 nigdy nie ucieka: to petzngcy wiersz tabeli. Punkt ¢ = 0,26 lezy o jedng setng
dalej w prawo. Mniej wiecej ile krokOw potrzebuje jego orbita, zeby przekroczy¢ 2:
okoto 5, okoto 30 czy okoto 300?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Okoto 30: przekracza 2 w kroku 30. Petznie w strone % jak
jego sasiad, dtugo tam zwleka 1 dopiero potem si¢ przeslizguje.

code/ch12/slow_escape.py

for ¢ in (0.3, 0.26, 0.251, 0.2501, 0.25):
n = escape_time(c, LIMIT)

if n < LIMIT:
print(f"c = {c:<6} passes 2 at step {n}")
else:
print(f"c = {c:<6} still inside after {LIMIT} steps")

Listing 12.5: Punkty blisko brzegu zwlekaja

=0.3 passes 2 at step 12
Q.26 passes 2 at step 30
0.251 passes 2 at step 97
0.2501 passes 2 at step 312
0.25 still inside after 10000 steps

0o oo o0
1]

Troche dalej orbita ucieka szybko: dla ¢ = 0,3 znika w kroku 12. Ale za kazdym razem,
gdy ¢ zbliza si¢ do % dziesi¢c€ razy bardziej, orbita zwleka mniej wigcej trzy razy dluze;j:
30, 97, 312 krokéw. Nie ma wiec liczby krokéw, po ktérej mozna mie¢ pewnos¢: punkt,
ktory nie uciekt po tysiacu krokéw, moze jeszcze uciec po dziesieciu tysigcach. Kazdy
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dalszy obraz jest rysowany z limitem i blisko brzegu jest uczciwym przyblizeniem, a nie
wyrokiem.

Laboratorium 12.1 — Czas ucieczki bez liczb zespolonych

Zapisz punkt jako pare zwyklych liczb i napisz jeden krok reguly za pomocga reguty
mnozenia z podrozdziatu 12.1; potem czas ucieczki, korzystajacy z tego kroku;
potem dwa pytania z odpowiedzia tak albo nie: czy dla tego ¢ orbita 0 zostaje i czy
dla ustalonego c zostaje orbita tego punktu startowego? Test poréwnuje twoje czasy
ucieczki z czasami z biblioteki w 480 punktach ptaszczyzny.

Plik startowy: code/labs/ch12/112_01_escape.py
Test: code/labs/ch12/test_112_01_escape.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 112_01_escape

12.3 Zbior Mandelbrota

Teraz pokoloruj kazde ¢ na plaszczyZnie: na ciemno, jesli orbita O nigdy nie ucieka, tym

.....

rysuje go znakami, po jednym dla kazdego c, 1 uznaje punkt za nalezacy do zbioru, jesli
po 50 krokach wciaz jest w Srodku.

code/ch12/ascii_mandelbrot.py

LIMIT = 50
MARKS = " R et # the later it escapes, the denser the mark

def mark(c: complex) -> str:
n = escape_time(c, LIMIT)
return "@" if n == LIMIT else MARKS[min(n, len(MARKS) - 1)]

def main() -> None:

for row in range(19): # top to bottom
y=(9 -row) /7.5 # from 1.2 down to -1.2
line = "".join(mark(complex(-2.1 + col * 0.042, y))

for col in range(64))
print(line.rstrip())

Listing 12.6: Zbioér Mandelbrota narysowany znakami
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Srodkowy wiersz to 0§ pozioma: stoja w nim same @ od —2 do }1, jak obiecywat poczatek
rozdzialu. Poza osig zbidr to cialo w ksztalcie serca z okraglym bagblem po lewej,
mniejszymi bablami na obu i cienkg iglg siegajaca do —2. Rysunek 12.1 pokazuje go
porzadnie, z dwoma powickszonymi kwadratami na brzegu.

Pierre Fatou 1 Gaston Julia badali reguly takie jak ta w latach 1918-1920, piérem na pa-
pierze i zupetnie bez obrazkéw. Komputerowe obrazy Benoit Mandelbrota, opublikowane
w 1980 roku, rozstawily ten zbidr, a reguta, ktdrg iterowal w tamtej pracy, byta samg
regula logistyczna, zapisang liczbami zespolonymi — co wyjasnia ostatni podrozdzial tego
rozdziatu.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 12.5
Powigksz brzeg tysiac razy, milion razy, a wciaz pojawiaja si¢ nowe szczegoOly: spirale,
wloski, malenkie kopie. Gdzie przechowywane sg wszystkie te szczeg6ty?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nigdzie. Kazdy punkt jest liczony od nowa z reguly i testu
ucieczki. Program, ktéry narysowal powyzsze znaki, ma 11 wierszy.

Pulapka

,,Nieskonczenie wiele szczeg6low to nieskonczenie wiele informacji.”” Brzeg ma
szczeg6ty w kazdej skali, do ktorej siggniesz, i wszystkie wynikaja z jednej linijki
algebry i jednego pytania. Szczegdly sa wytwarzane, a nie przechowywane — to
znowu lekcja z rozdzialu 5, gdzie jedna linijjka dawata kazdy rodzaj zachowania.
Zeby przekazaé komus caty zbiér doktadnie, wystarczy poda¢ mu regute i pytanie;
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Caly zbiér Kwadrat A, 28 razy blizej

0,5 4

0,0

Z

czg$¢ urojona

—0,5

—1,0

-2 -1 0
czg$¢ rzeczywista ¢

Wewnatrz A, 560 razy blizej Kwadrat B, 28 razy blizej

PH L

Rysunek 12.1: Zbiér Mandelbrota: czarny tam, gdzie orbita O nigdy nie ucieka, tym
ciemniej niebieski, im dluzej punkt zwleka przed ucieczka. Kwadrat A lezy na brzegu,
tam gdzie serce styka si¢ ze swoim najwickszym bablem, 1 jest pokazany w dwoéch
powickszeniach; kwadrat B lezy na igle.
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krétki opis moze mie¢ nieskoiczone konsekwencje.

Niektore proste fakty o zbiorze wciaz sa nieznane, na przyktad jego pole. Policz kwadraty
siatki, ktérych Srodek po 50 krokach wciaz nalezy do zbioru, a dostaniesz okoto 1,59; po
200 krokach 1,53; po 1000 1,51. Wynik wcigz spada, w miare¢ jak przy brzegu wychodza
na jaw powolni uciekinierzy, i nikt nie zna wzoru na to, gdzie si¢ zatrzyma. Sam brzeg jest
tak pomigty, ze jego wymiar w sensie z rozdziatu 11 wynosi 2, najwigcej, ile moze miec
jakikolwiek ksztalt narysowany na ptaszczyznie: udowodnit to Mitsuhiro Shishikura.

12.4 Zbiory Julii: ustal c, zmieniaj start

Ta sama reguta odpowiada na drugie pytanie. Ustal ¢ 1 zmieniaj punkt startowy: czy dla
kazdego punktu z ptaszczyzny orbita, ktdra si¢ w nim zaczyna, ucieka? Punkty startowe,
ktére zostaja, wypelniaja zbiér Julii dla tego c, nazwany na czes$¢ Gastona Julii. (Scisle
biorac, zbiorem Julii jest brzeg tego obszaru.)

ZBIOR JULII JEDNA REGULA ZBIOR MANDELBROTA
state c, kazdy start z staje sie z*z + ¢ start w 0, kazde c

Rysunek 12.2: Jedna regufa, dwa pytania. Ustal ¢ i pytaj o kazdy punkt startowy, a
narysujesz zbidr Julii; zaczynaj od 0 i pytaj o kazde c, a narysujesz zbiér Mandelbrota.

Zatrzymaj sie i pomysl 12.6
Wez ¢ = 0, wigc reguta to tylko ,,podnie$ punkt do kwadratu”. Ktdre punkty startowe
uciekajg?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Te, ktore lezg dalej niz 1 od Srodka. Podnoszenie do
kwadratu podnosi do kwadratu dtugos¢: dtugosé wieksza od 1 ro$nie
bez korica, mniejsza od 1 maleje do 0, a dtugos¢ réwna doktadnie 1
zostaje rowna 1. Punkty startowe, ktore zostaja, wypelniaja koto o
promieniu 1, a jego brzegiem jest okrag.

Zmien c, a okrag si¢ marszczy. Rysunek 12.3 pokazuje dwa przyktady. Dla ¢ = —1 zbior
jest w jednym kawatku: to taficuch Sci$nigtych ze sobg babli. Dla ¢ = —0,8 + 0,21 rozpadt
si¢ w pyl: nieskoriczenie wiele drobinek, z ktérych zadne dwie si¢ nie tacza, jak zbior
Cantora z rozdziatu 11.

Co o tym decyduje? Orbita 0, czyli pytanie Mandelbrota. Dla ¢ = —1 przeskakuje miedzy
0 a —1 1 zostaje; dla ¢ = —0,8 + 0,21 przekracza 2 w kroku 15. Twierdzenie, ktérego
nie dowodzimy tutaj, ale ktdre jest w kazdej ksigzce o dynamice zespolonej, méwi, ze
to zawsze rozstrzyga sprawe: zbidr Julii jest w jednym kawatku doktadnie wtedy, gdy
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¢ = —1: jeden kawalek c=-0,8 4+ 0,2i: pyt

Rysunek 12.3: Dwa zbiory Julii, czarne tam, gdzie punkt startowy nigdy nie ucieka. Dla
¢ = —1 zbidr jest jednym kawatkiem; dla ¢ = —0,8 + 0,2i zostaje tylko pyt, zbyt drobny,
by wyszedl czarny, widoczny dzieki ciemnym spiralom, na ktérych punkty zwlekaja
najdiuze;j.

c nalezy do zbioru Mandelbrota, a jest pylem doktadnie wtedy, gdy nie nalezy. Zbior
Mandelbrota jest wiec mapa wszystkich zbioréw Julii naraz, a kazdy jego czarny punkt to
zbidr Julii, ktéry trzyma si¢ w catosci.

12.5 Odwzorowanie logistyczne w przebraniu

Reguta tego rozdziatu i odwzorowanie logistyczne z rozdziatu 5, x — rx(1—x), wygladaja
inaczej, a sa ta sama regula. Przenumeruj prosta: mierz kazde x od % zamiast od 0, odwré¢
je 1rozciagnij r razy, czyli dokonaj zamiany

Z:r(%—x).

1 2

Wtedy x(1-x) = 7 - z%/r?, a nastepne z, czyli 53— r2x(1 - x), wychodzi réwne z* + ¢,
gdzie
T r?
Cc = 5 - Z

Stowami: weZ potowe r 1 odejmij ¢wier¢ jego kwadratu. W tym przekladzie nic nie ginie.
Kazda orbita jednej reguly jest orbita drugiej na przenumerowanej prostej, a x = % staje
si¢ z = 0: orbita 0, o ktorg pyta zbiér Mandelbrota, to orbita logistyczna startujaca z %

Zatrzymaj si¢ i pomysl 12.7
Punkt staly z rozdziatu 5 traci stabilnoS¢ przy r = 3 1 wladze przejmuje cykl dtugosci
dwa. Jakie to c?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. ¢ = % - % = —0,75: doktadnie tam, gdzie serce styka si¢ z

okragtym bablem po swojej lewe;.
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Serce to wiec punkt staly, a ten babel to cykl dtugosci dwa. Gdy r biegnie od 1 do 3,
¢ biegnie od % w dot do —0,75 wzdluz odcinka prostej nalezacego do serca. Listing
uruchamia obie reguly obok siebie dla wartoSci r z rozdziatu 5, od punktéw startowych,
ktére zamiana ze sobg taczy, i podaje diugos¢ cyklu, w ktéry kazda z nich si¢ uktada.

code/ch12/same_rule.py

def square_plus(c: float) -> Callable[[float], float]:
"""The rule z -> zxz + ¢, on the real line."""
return lambda z: z x z + ¢

def both_periods(r: float, x@: float = @.3) -> tuple[int | None, ...]:
"""The cycle length of each rule, after 3000 steps from matching starts.
None means no cycle up to 64 steps long was found."""
xs = orbit(logistic(r), x@, 3000)
zs = orbit(square_plus(r_to_c(r)), r x (0.5 - x0), 3000)
return period(xs), period(zs)

Listing 12.7: Ta sama regula, uruchomiona dwa razy

r C cycle of x cycle of z
2.80 -0.5600 1 1
3.20 -0.9600 2 2
3.50 -1.3125 4 4
3.56 -1.3884 8 8
3.83 -1.7522 3 3
3.90 -1.8525 none none

Cykle zgadzajg si¢ przy kazdym r — jeden, dwa, cztery, osiem, trzy i zaden przy 3,9 —a to
jest diagram bifurkacyjny z rozdziatu 8, zapisany wzdtuz osi rzeczywistej. Rysunek 12.4
stawia jeden obraz nad drugim.

Drugie rozszczepienie, przy r = 1 + V6, przelicza sie¢ na ¢ = —1,25, gdzie pierwszy
babel styka sie z nastepnym. Kazdy babel ma tez Srodek, takie ¢, przy ktérym orbita O
wraca doktadnie do 0: —1, potem —1,3107, potem —1,3815 i tak dalej. Przeliczone na
r dajg 3,2361, 3,4986 i 3,5546: wartosci, przy ktérych cykle z rozdziatlu 8 przechodzg
przez %, czyli jego parametry superstabilne. Odstepy miedzy Srodkami maleja o czynnik,
ktory ustala si¢ na 4,669 — to znowu liczba Feigenbauma — a bable gromadza si¢ przy
¢ = —1,401, czyli r = 3,5699: w punkcie Feigenbauma. Dalej lezy igta. Jest tam nawet
okno okresu trzy. Otwiera si¢ przy ¢ = —1,75, a kwadrat B na rysunku 12.1 pokazuje, co
siedzi na igle w tym miejscu: malenikg kopi¢ catego zbioru.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 12.8
Orbity z rozdziatu 5, ktére nigdy si¢ nie ustalaja, zyja przy r = 3,9. Tabela powyzej
ja przelicza. Czy odpowiadajace jej ¢ lezy w sercu, w bablu, czy na igle?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.
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Zbiér Mandelbrota wzdtuz osi rzeczywistej
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Rysunek 12.4: U gory zbiér Mandelbrota wzdtuz osi rzeczywistej; na dole diagram
bifurkacyjny z rozdziatu 8, w ktérym kazde r narysowano w miejscu jego c. Kazde
rozszczepienie cyklu zachodzi tam, gdzie jeden babel styka si¢ z nastepnym. Linie
przerywane oznaczajar =3,r =1+ V6, punkt Feigenbauma i okno okresu trzy.
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Odpowiedz. Naigle: ¢ wynosi okoto —1,85, na lewo od punktu
Feigenbauma, za ostatnim z babli, ktére si¢ tam gromadzg.

Putapka

»Zbior Mandelbrota to obraz chaosu.” Wigkszos¢ tego, co czarne, to porzadek. W
sercu orbita 0 ustala si¢ w jednym punkcie, w duzym bablu w cyklu dlugosci dwa, a
w kazdym bablu w cyklu, ktérego dtugos¢ ten babel wyznacza. Nieustalajgce si¢
orbity z rozdziatu 5 lezg na cienkim brzegu, a na osi rzeczywistej oznacza to igle,
miedzy jej oknami. Stynny obraz jest gtéwnie mapg porzadku, a chaos zyje wzdiuz
jego granicy.

Laboratorium 12.2 - Od r do c i z powrotem

Napisz przeliczenie w obie strony, 7 na ¢ 1 ¢ z powrotem na r, oraz samg zamiane
z= r(% — x). Test uruchamia obok siebie odwzorowanie logistyczne i z — z> + c i
sprawdza, czy twoja zamiana utrzymuje je w zgodzie. Potem przenie$ na drugg strong
warto$ci r podwojenia okresu z pliku startowego i zobacz, gdzie na osi rzeczywistej
wyladuja.

Plik startowy: code/labs/ch12/112_02_convert.py

Test: code/labs/ch12/test_112_02_convert.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 112_02_convert

Na tym koniczy si¢ czgS¢ III: chaos ma ksztalt, a jej ostatni obraz zawiera w sobie caly
rozdziat 8. Cz¢$¢ IV wynosi te idee w Swiat wahadet, planet, pogody i zywych istot.

Podsumowanie

* Liczba zespolona to punkt ptaszczyzny, zapisywany jako a + bi. Dodawanie
to przesuwanie; mnozenie mnozy dlugosci i dodaje katy, co daje to samo, co
wymnozenie nawiaséw z i X1 = —1.

* Reguta z — z? + ¢, zaczeta od 0, albo zostaje, albo ucieka, a gdy dtugosé
przekroczy 2, ucieczka jest ostateczna. Czas ucieczki liczy kroki; blisko
brzegu ro$nie bez ograniczen.

» Zbiér Mandelbrota to wszystkie ¢, dla ktérych orbita 0 nigdy nie ucieka:
serce, bable, igta do —2 i brzeg ze szczegétami w kazdej skali, wytworzonymi
przez regule. Jego pole nie jest doktadnie znane.

* Zbior Julii ustala c i pyta o kazdy punkt startowy. Jest w jednym kawatku,
gdy ¢ nalezy do zbioru Mandelbrota, a pytem, gdy nie nalezy.

e Zamiana 7 = r(% — x) zmienia odwzorowanie logistyczne w z — z> + ¢ z

c=3- %, wiec of rzeczywista zbioru to diagram bifurkacyjny: bable to cykle,
gromadza si¢ w punkcie Feigenbauma, a chaos zyje na igle.
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Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wro¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.

dodawac i mnozy¢ dwa punkty ptaszczyzny, recznie i za pomocg liczb 1] [2[ [3[ [4[ |5 |
zespolonych Pythona

stosowaé regule z — z> + ¢ od punktu startowego i znajdowac krok, w | (]2 )3 J4[ ]5[ ]
ktérym orbita ucieka

powiedzie¢, co zbidr Julii, a co zbiér Mandelbrota ustala, a co pozwala 1] |2 |3[ [4[ |5 |
zmieniaé

przelicza¢ r odwzorowania logistycznego na c¢ zbioru Mandelbrotaiz 1] |2[ |3[ |4[ |5 |
powrotem oraz odnaleZ¢ kaskade z rozdziatu 8 na osi rzeczywistej

odrézni¢ czesci zbioru Mandelbrota, w ktorych orbita si¢ ustala, od tych, 1] |2 |3[ [4[ [5[ ]
w ktorych nigdy si¢ nie ustala

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyt, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1.
2.

S W

Oblicz (2 +3i) + (1 —1i) oraz (1 +1)(1 —1).

Znajdz (1 +1i)? za pomoca dlugosci i katéw, a potem sprawdz wynik, wymnazajac
nawiasy.

Zacznij od 0 z ¢ = 2. W ktérym kroku orbita przekracza 2?
Czy ¢ = —1,5 nalezy do zbioru Mandelbrota?
Czy dla ¢ = 0 punkt startowy 0,6 + 0,91 ucieka?

Przelicz r = 3,2 na c. Czy wypada w sercu, czy w duzym bablu, i czy zgadza si¢ to
z rozdziatem 5?

Dlaczego zbiér Mandelbrota nie jest obrazem chaosu?



Czes¢ IV

Chaos w Swiecie

161



ROZDZIAL 13

Wahadia i planety

Zegar stojacy odmierza czas, bo wahadlo to najbardziej regularna rzecz, jaka wigkszos¢
ludzi kiedykolwiek bedzie mie¢ w domu: pus¢ je, a bedzie si¢ kotysa¢ w tym samym
rytmie, dopdki zegar jest nakrecony. Rozdziat 4 pokazat dlaczego: stan wahadta to dwie
liczby, a bez tarcia kraza one po tej samej zamknigtej petli bez korica. Wszech§wiat jak
mechanizm zegara z rozdziatu 1 zbudowano wtasnie na takiej mechanice.

Teraz zawie$ drugie wahadto u dotu pierwszego, na zawiasie w miejscu, gdzie si¢
tacza, 1 pusc je z wysoka. Reguta wciaz pochodzi od Newtona, wcigz jest doktadna i nie
ma w niej nic losowego. Co ono zrobi? Ten rozdzial odpowiada pomiarem, a potem idzie
za tym samym pytaniem od wahadla na biurku az do planet krazacych wokoét Storca,
gdzie zadano je po raz pierwszy.

Czego si¢ nauczysz

Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:

przeprowadzi¢ wahadto podwojne krok po kroku metoda RK4 i odczytaé jego
stan z wydruku

sprawdzi¢ symulacje uktadu bez tarcia, obserwujac jego energie, i powiedziec,
czego ten sprawdzian dowodzi, a czego nie

zmierzy¢, jak daleko od siebie odchodza dwa niemal identyczne puszczenia, 1
sprawdzié, czy wynik zalezy od dtugosci kroku

odrézni¢ tagodne puszczenie od dzikiego 1 powiedzieé, co zachowanie energii
przesadza o przysztoSci uktadu, a czego nie

oddzieli¢ to, co zmierzono na temat chaosu w Uktadzie Stonecznym, od tego, co
jest legenda

13.1 Wahadlo na wahadle

WezZ dwa prety o dlugosci metra 1 przymocuj drugi zawiasem do konica pierwszego. Na
zawiasie umie$¢ ciezarek o masie jednego kilograma, a drugi taki sam na wolnym koricu;
calg mase niosg ci¢zarki, a prety traktujemy jak niewazkie. Unie$§ oba ramiona tak, by
byly odchylone o 120° od pionu, i pus¢.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 13.1

Jedno wahadlo kotysze si¢ z doskonalg regularnoscia. Czy spodziewasz si¢, ze dwa,
jedno zawieszone na drugim, uloza si¢ w jaki$ powtarzajacy si¢ wzor — bardziej
skomplikowany niz u jednego wahadta, ale mimo to regularny?

162



20

21

22

23

24

25

26

32

33

35

36

37

38

39

40

41

13. Wahadta i planety 163

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Puszczone z wysoka wahadlo podwdjne nie uktada si¢
w zaden powtarzajacy si¢ wzdr, jaki daloby si¢ znalez¢: dolne ramie
Smiga dookota, czasem przelatujac nad sama gora, a ruch wciaz si¢
zmienia. Nic losowego tu nie dziata.

Réznica tkwi w tym, ile jest liczb. Stan jednego wahadta to dwie liczby: kat 1 to, jak
szybko ten kat si¢ zmienia. Stan wahadta podwdjnego to cztery liczby, dwa katy 1 dwie
predkosci ich zmian, a rozdziat 4 méwit, ze gtadka reguta potrzebuje co najmniej trzech
liczb, zeby mogta by¢ chaotyczna.

Prawa Newtona daja regute zmiany dla tych czterech liczb: znajac stan teraz, mowi
ona, jak szybko zmienia si¢ kazda z nich. To mniej wiecej pietnascie wierszy arytmetyki
z sinusami i cosinusami 1 nie trzeba jej czytaé, zeby jej uzywac; to double_pendulum z
biblioteki ksiazki, chaoslab. RK4 z rozdziatu 4 stosuje jg krok po kroku, po tysieczne;j
czeSci sekundy naraz:

code/ch13/release.py

DT = 0.001 # seconds per step
RULE = double_pendulum() # g =9.81, arms of 1 m, bobs of 1 kg
def release(upper: float, lower: float) -> tuple[float, ...1]:

"""A pendulum let go from rest, with its arms at these angles (degrees).

The state is four numbers: the two angles (in radians, measured from
straight down) and how fast each angle is changing (radians a second).

nnn

return (math.radians(upper), math.radians(lower), 0.0, 0.0)

Listing 13.1: Puszczenie: cztery liczby i dlugos$¢ jednego kroku

math.radians zamienia stopnie na radiany, jednostke, ktérej oczekujg sinus i cosinus w
Pythonie. Petny obrét to 27 radianéw, nieco ponad sze$¢, wigc jeden radian to okoto 57°.
Potem listing przesuwa stan naprzod przez dziesi¢¢ sekund 1 wypisuje go co dwie:

code/ch13/release.py

state = release(120, 120)
print(" t (s) upper arm lower arm energy (I)")
for step in range(10_001):
if step % 2000 == 0:
upper = math.degrees(state[0])
lower = math.degrees(state[1])
energy = double_pendulum_energy(state)
print(f"{step * DT:5.1f} {upper:9.1f} deg {lower:7.1f} deg"
f" {energy:13.8f}")
state = rk4_step(RULE, state, DT)

Listing 13.2: Dziesie¢ sekund wahadta podwdjnego, wypisane co dwie
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t (s) upper arm  lower arm energy (J)
0.0 120.0 deg 120.0 deg 14.71500000
2.0 -109.5 deg -108.3 deg 14.71500000
4.0 83.2 deg 76.8 deg  14.71500000
6.0 -22.0 deg -52.7 deg 14.71500000
8.0 -85.5 deg  414.2 deg  14.71499999

10.0 178.5 deg  758.5 deg  14.71499999

Najpierw przeczytaj ramiona. Kat ujemny to wychylenie na druga strone, a kat powyzej
360° oznacza, ze rami¢ obrocito si¢ dookota: 758° po dziesieciu sekundach to dwa petne
obroty i jeszcze 38°. Dolne rami¢ wiruje. Teraz przeczytaj ostatnig kolumne.

13.2 Liczba, ktora nie moze drgng¢

Wahadlo bez tarcia nie moze zyska¢ ani straci€¢ energii: nic go nie popycha i nic nie
spowalnia. Jego energia ma dwie cz¢Sci. Energia wysokoSci: kazdy ci¢zarek o masie
jednego kilograma wnosi g X h, gdzie g to 9,81, a wysokoS$¢ h mierzy si¢ w gére od punktu
zawieszenia. Energia ruchu: potowa kwadratu predkosci kazdego ciezarka. Gdy wahadto
opada, wysoko$¢ zamienia si¢ w predkoSc, 1 z powrotem; suma pozostaje doktadnie taka
sama.

Zatrzymaj sie i pomysl 13.2

Zatézmy, ze puszczasz wahadlo z obydwoma ramionami ustawionymi poziomo, w t¢
samg strong, pod katem 90°. Jaka jest jego energia, jeSli wysokoSci mierzymy od
punktu zawieszenia?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Zero. Oba cigzarki s3 na wysokosSci punktu zawieszenia,
wiec obie wysokosci sa zerowe, a oba stoja w miejscu, wiec nie ma tez
energii ruchu.

Wysokosci ponizej punktu zawieszenia liczg si¢ jako ujemne, wiec wahadlo wiszace w
spoczynku ma energi¢ ujemna; znaczenie maja tylko zmiany energii. Dla puszczenia z
wydruku odrobina geometrii umieszcza gorny ci¢zarek pot metra nad punktem zawieszenia,
a dolny caly metr, wiec energia wynosi 9,81 x (0,5 + 1), czyli okoto 14,7 dzula — od
tego zaczyna si¢ kolumna energii. Przeczytaj ja w d6t: przez dziesie¢ sekund wirowania
zmienia si¢ o jedng jednostke na 6smym miejscu po przecinku, o stumilionowg czes¢
dzula.

To jest sprawdzian i to najpozyteczniejszy nawyk w symulowaniu mechaniki. Komputer
nie rozwigzuje reguly; robi mate kroki, kazdy odrobin¢ biedny. Prawdziwe wahadlo
zachowuje energi¢ doktadnie, wiec kazda zmiana energii w symulacji to zmierzony btad
samych krokéw.
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Laboratorium 13.1 - Liczba, ktéra nie moze drgngé

Napisz energi¢ wahadta podwéjnego sam: heights podaje wysoko$¢ kazdego ciezarka
nad punktem zawieszenia, a energy — cato$¢. Plik startowy objasnia jedyny krok,
ktory wymaga uwagi: dolny ci¢zarek jest niesiony przez gorny, wiec jego predkose
sktada si¢ z dwoéch ruchéw. Test poréwnuje twojg energie z energig z biblioteki, a
potem obserwuje jg podczas kotysania, w ktérym nie moze si¢ zmienic.

Plik startowy: code/labs/ch13/113_01_energy.py
Test: code/labs/ch13/test_113_01_energy.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 113_01_energy

13.3 Milionowa cz¢S¢ radiana

Teraz pus¢ dwa wahadta podwdjne. Drugie jest doktadnie takie jak pierwsze, z wyjatkiem
tego, ze jego gorne rami¢ zaczyna o jedng milionowa czeS¢ radiana dalej: na koncu
metrowego ramienia to tysieczna cz¢S¢ milimetra, duzo mniej niz grubo$¢ wlosa. Oba
stuchajg tej samej doktadnej reguty, z tym samym krokiem.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 13.3
Oba wahadta zachowuja energie, jak pokazatl sprawdzian, i nic losowego ich nie
dotyka. Czy pod koniec dziesieciu sekund z wydruku powyzej wciaz beda sie kotysac
razem? Po minucie? Czy si¢ rozejda, a jesli tak, to mniej wiecej kiedy?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Rozchodzg si¢. Po 10,2 sekundy réznig si¢ o wiecej niz
jedna dziesiata radiana, okolo szesciu stopni, co zobaczyltby kazdy
obserwator. Kilka sekund p6Zniej robig juz zupetnie co innego.

code/ch13/two_releases.py

def gap(a: tuple[float, ...], b: tuple[float, ...]) -> float:
"""How far apart two pendulums are: the larger of the two angle gaps.
return max(abs(al@] - b[@]), abs(al1] - b[1]1))

Listing 13.3: Jak daleko od siebie s dwa wahadta

code/ch13/two_releases.py

a = release(120, 120)
b = (al@] + NUDGE, a[1], al[2], al31)
step = 0
while gap(a, b) <= APART:
if step % 1000 == 0:
print(f"t = {step *x DT:4.1f} s gap {gap(a, b):.0e} rad")
a, b = rk4_step(RULE, a, DT), rk4_step(RULE, b, DT)
step += 1
print(f"more than {APART} rad apart after {step * DT:.1f} s")
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t= 0.0
t= 1.0
t= 2.0
t= 3.0
t= 4.0
t= 5.0
t= 6.0
t= 7.0
t= 8.0
t= 9.0
t =10.0

more than 0.1 rad apart after 10.2 s

Listing 13.4:

gap
gap
gap
gap
gap
gap
gap
gap
gap
gap
gap

nw u n n n n nno nnoon

1e-06
9e-07
7e-06
3e-06
7e-05
3e-05
le-04
1e-03
8e-03
2e-02
5e-02

Dwa puszczenia réznigce si¢ o milionowg cze$¢ radiana

rad
rad
rad
rad
rad
rad
rad
rad
rad
rad
rad

7e-05 to w zapisie Pythona 7 x 107>, czyli siedem stutysiecznych. Réznica nie rosnie
gladko: wznosi si¢ i opada w rytm kolysania ramion. Ale tendencja jest nieubfagana. Od
milionowej do dziesiatej czesci to pie¢ mnozen przez dziesig¢ w mniej wiecej dziesieé
sekund, wiec Srednio roznica mnozy si¢ przez dziesie¢ co dwie sekundy: to efekt motyla
z rozdzialu 6, w maszynie, ktdrg datoby si¢ zbudowac na stole warsztatowym.

750

500

250

—250 A

dolne ramig (stopnie)

=500 -

—— pierwsze puszczenie

—-== o0 milionowa cz¢s$¢ radiana dalej

101 -

(radiany)
e

_

S
&
1

réznica
—
[«

s

1

réznica, ktora kazdy zobaczy

S
4

8 10 12 14 16

czas (s)

Rysunek 13.1: Dwa wahadta podwdjne puszczone z r6znicg milionowej czesci radiana.
U géry: dolne rami¢ kazdego z nich, nie do odréznienia przez okoto dziesie¢ sekund. U
dotu: réznica migdzy nimi w skali logarytmicznej, rosnaca nieréwno, az staje si¢ dos¢
duza, by ja zobaczy¢.

Oto watpliwos¢, ktéra powinna ci przyjs¢ do glowy. Kazdy krok jest odrobing btedny:
a co, jesli rozejScie wywotuja te btedy, a nie wahadto? Wtedy doktadniejsze kroki by
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je przesunety. Uruchom wiec te same dwa puszczenia z czterema dlugoSciami kroku,
obserwujgc przy tym energie:

code/ch13/step_check.py

def parting(dt: float) -> tuple[float, float]:
"""Seconds until the pair is APART, and how far the energy moved."""
a = release(120, 120)
b = (a[@] + NUDGE, a[1], al[2], a[31)
start = double_pendulum_energy(a)
worst, step = 0.0, 0
while gap(a, b) <= APART:
a, b = rk4_step(RULE, a, dt), rk4_step(RULE, b, dt)
step += 1
worst = max(worst, abs(double_pendulum_energy(a) - start))
return step * dt, worst

Listing 13.5: Ta sama para, z dowolng dlugoscig kroku

step 0.0040 s apart after 10.21 s  energy moved 2.5e-05 J
step 0.0020 s apart after 10.21 s energy moved 1.7e-06 J
step 0.0010 s apart after 10.21 s energy moved 1.1e-07 J
step 0.0005 s apart after 10.21 s  energy moved 6.8e-09 J

Kazde skrécenie kroku o potowe dzieli btad energii mniej wiecej przez 16, tak jak
obiecywal przepis RK4 z rozdziatu 4, a chwila, w ktérej para si¢ rozchodzi, nie przesuwa
si¢ nawet o setng cze$¢ sekundy. Przy kroku uzywanym w ksigzce, 0,001 sekundy, energia
zmienia sie, zanim para sie rozejdzie, o okoto 1077 dzula: mniej wiecej o jedng cze$¢ na
103. Rozejscie nalezy do wahadta, nie do komputera.

1072 5
—— krok0,0040s —— krok 0,0010s ; para si¢ rozchodzi
107" 4 —— krok 0,0020s  —— krok 0,0005 s '

10—6 -

10—8 -

10—I() ]

zmiana energii (J)

10—I4 ]

T T T T T T T T T

0,0 2,5 5,0 7,5 10,0 12,5 15,0 17,5 20,0
czas (s)

Rysunek 13.2: Jak daleko energia w symulacji odchodzi od swojej prawdziwej, stalej
wartoSci, dla czterech dtugosci kroku. Kazde skrécenie kroku o polowe obniza cata
krzywa mniej wigcej o ten sam czynnik, a linia kropkowana zaznacza chwile, w ktdrej
dwa puszczenia si¢ rozchodza, taka samg dla wszystkich czterech.
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Uwaga

Ten sprawdzian ma granice. Policz jedno puszczenie dwa razy, z krokiem ksiazki 1 z
jego potowa, a te dwa obliczenia tez si¢ rozejda, po okoto 15 sekundach. Drobny
btad kazdego kroku jest pchnigciem, a chaos powieksza je jak kazde inne. Zaczyna
si¢ jednak od czego$ duzo mniejszego niz milionowa cz¢$¢ radiana, dlatego nasza
para rozchodzi si¢ pierwsza, a kazda dtugos$¢ kroku zgadza si¢ co do tego, kiedy.
Rozdziat 16 pyta, czemu jeszcze mozna ufac potem.

Putapka

»Wahadlo, ktore zachowuje energie, bez tarcia i bez niczego losowego, nie moze
by¢ chaotyczne.”” Nie potrzebuje ani tarcia, ani przypadku. Zachowanie energii tylko
czeSciowo trzyma wahadto w ryzach. Stan jednego wahadta to dwie liczby; ustalona
energia zostawia mu jeden kierunek ruchu, wokoét jednej zamknietej petli, 1 dlatego
si¢ powtarza. Stan wahadta podwdjnego to cztery liczby; ustalona energia zostawia
trzy kierunki, a trzy wystarcza do chaosu. Sprawdzian energii dowodzi, ze symulacja
jest uczciwa. Nie sprawia, ze ruch staje si¢ przewidywalny.

Laboratorium 13.2 — Kiedy dwa puszczenia si¢ rozchodza?

Zamien listing w funkcje. seconds_until_apart prowadzi krok po kroku dwa wahadta
obok siebie i zwraca pierwszg chwile, w ktdérej réznig si¢ o wiecej niz zadana
tolerancja, albo None, jesli wciaz sg razem, gdy skoficzy si¢ czas. Potem jej uzyj:
o ile dtuzej rozchodzg si¢ puszczenia réznigce si¢ o miliardowg czes$¢ radiana niz
takie, ktore r6znig si¢ o milionowa? Poréwnaj odpowiedzZ z arytmetyka horyzontow
z rozdziatu 7.

Plik startowy: code/labs/ch13/113_02_apart.py

Test: code/labs/ch13/test_113_02_apart.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 113_02_apart

13.4 FL.agodne kolysania i dzikie

Wszystko dotad bylo puszczeniem z wysoka, z duzg energia. Wahadto podwdjne mozna
tez puscic tagodnie.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 13.4
Pus¢ to samo wahadfo z obydwoma ramionami pod katem 10° zamiast 120°: ta sama

regula, ta sama maszyna, to samo pchniecie o milionowg czesS¢ radiana. Czy rdznica
wcigz uroS$nie w ciggu dwudziestu sekund do czegos, co kazdy by zobaczyl?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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code

def

10
30
50
70
90
110
130
150
170

Odpowiedz. Nie. Przy 10° oba pozostajg w odleglosci kilku
milionowych czesSci radiana od siebie: pchnigcie prawie nie roSnie. Ta
sama maszyna jest spokojna przy matych wychyleniach i dzika przy
duzych.

/ch13/gentle_wild.py

fate(angle: float) -> tuple[float | None, float]:
"""When a pair let go at “angle” degrees parts (None if it does not),
and the largest gap it reached before then."""
a = release(angle, angle)
b = (a[@] + NUDGE, a[1], al[2], a[31)
largest = gap(a, b)
for step in range(1, round(SECONDS / DT) + 1):
a, b = rk4_step(RULE, a, DT), rk4_step(RULE, b, DT)
if gap(a, b) > APART:
return step * DT, largest
largest = max(largest, gap(a, b))
return None, largest

Listing 13.6: Co robi para puszczona pod jednym katem

deg  together; largest gap 1e-06 rad
deg  together; largest gap 2e-06 rad
deg  together; largest gap 4e-06 rad
deg  together; largest gap 8e-06 rad
deg apart after 16.9
deg apart after 12.1
deg apart after 8.2
deg apart after 10.1
deg apart after 5.4

n u v nu onu

Az do 70° kazda para jest wcigz razem po 20 sekundach, a nawet przy 70° najwicksza
réznica wynosi 8 x 107 radiana: pchniecie urosto kilka razy, a nie sto tysiecy razy. Od

90°

w gore kazda para si¢ rozchodzi. Wykres wypelnia katy pomiedzy.

Tak wtasnie zyje chaos w uktadzie bez tarcia. Przy matej energii wahadlo podwdéjne
jest prawie dwoma prostymi kolysaniami, z ramionami poruszajacymi si¢ razem albo
przeciwnie, 1 jego ruch jest regularny. Pus¢ je z wiekszej wysokoSci, a pojawia si¢
chaos; z jeszcze wigkszej, a chaos przejmuje wladze, a ruch regularny przetrwa tylko w
zakamarkach: chaotyczne morze z wyspami ruchu regularnego.

Czego tu nie dowodzimy

Ta ksigzka nie dowodzi, ze wahadlo podwdjne jest chaotyczne; mierzy wrazliwos¢
dla kilku puszczen. Twierdzenie stojace za morzem 1 jego wyspami nazywa si¢ KAM,
od Andrieja Kotmogorowa, ktory oglosit je w 1954 roku, oraz Jiirgena Mosera i
Wtiadimira Arnolda, ktérzy udowodnili jego wersje w latach 1962 1 1963. Mowi
ono, ze gdy regularny uktad bez tarcia zostanie lekko zaburzony, wiekszoS¢ jego
regularnych ruchéw przetrwa, nieco wygieta, a chaos zostaje zamknigty w cienkich
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Rysunek 13.3: Kazda kropka to puszczenie obu ramion pod jednym katem, razem z
kopig przesuni¢ta o milionowg cze¢$¢ radiana. Mate wychylenia pozostaja razem przez
dwadziescia sekund; duze si¢ rozchodza, a zmiana nastepuje w przedziale kilku stopni.

warstwach miedzy nimi; gdy zaburzenie ro$nie, warstwy si¢ poszerzajg. Jego dowdd
to matematyka na poziomie wyzszych lat studiéw, do znalezienia w ksigzkach o
mechanice takich uktadéw.

Jeszcze jedna réznica wzgledem rozdziatu 9. Réwnania Lorenza zawieraja tarcie, a tarcie
sprowadza kazdy start na jeden atraktor. Wahadto podwdéjne nie ma tarcia: kazdy start
zachowuje swoja energie na zawsze 1 nie ma atraktora. Jest za to plot. Energia mowi, ktdre
stany w og0le da si¢ osiagnaé, a ruch, choc¢by najdzikszy, pozostaje w Srodku.

13.5 Dwa ciala, trzy ciala

Mechanizmem zegara z rozdziatu 1 byt Uktad Stoneczny, a jego triumfem problem dwéch
cial: jednej planety 1 Storica. Johannes Kepler odkryt na poczatku XVII wieku, ze planety
poruszajg sie po elipsach, a [saac Newton pokazat w 1687 roku, ze jego prawo grawitacji
kaze dwom cialom robi¢ doktadnie to. Dwa ciala maja wzor: elipse, zataczang bez korica.
Na kazde pytanie o nie istnieje odpowiedz, ktdra da si¢ zapisac.

Dodaj trzecie cialo, a wzoru takiego rodzaju w ogdle nie ma. W 1889 roku Henri
Poincaré zdoby! nagrod¢ ufundowang w imieniu kréla Szwecji Oskara II za prace nad
problemem kilku ciat poruszajacych si¢ pod wptywem wzajemnej grawitacji. Gdy jego
nagrodzong rozprawe przygotowywano do druku, znaleziono w niej btad. Poprawiajac go,
Poincaré odkryl, ze orbity w poblizu prostego, powtarzajacego si¢ ruchu trzech cial moga
owijac si¢ wokot niego w platanine tak zawila, ze p6zniej napisat, iz nawet nie bedzie
prébowat jej narysowaé. Poprawiona rozprawa ukazata si¢ w 1890 roku, a to, co opisuje,
uznaje si¢ dzi$ za pierwszy przebtysk chaosu: regute rownie doktadng jak reguta Newtona,
a za nig ruch, za ktérym nie nadazy zaden wzor.

W 1908 roku, piszac dla szerokiej publicznos$ci, Poincaré ujat te lekcje stowami, ktére
ta ksigzka wlasnie mierzy: przyczyna zbyt mata, by ja zauwazy¢, moze zdecydowac o
skutku, ktérego nie da si¢ przeoczy¢, 1 wtedy przewidywanie staje si¢ niemozliwe.
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DWA CIALA TRZY CIALA PLANETY

elipsa na zawsze zadnego wzoru chaos, ale na miejscu

Rysunek 13.4: Dwa ciata majg wzor; trzy nie maja zadnego; planety sa chaotyczne w skali
dziesigtek milionéw lat, a mimo to pozostaja na swoich miejscach.

13.6 Czy Uklad Stoneczny jest zegarem?

Przez dwa stulecia Uktad Stoneczny byt wzorem doskonatego zegara. Pod koniec XVIII
wieku Joseph-Louis Lagrange 1 Pierre-Simon Laplace obliczyli, z doktadnoscia, na jaka
pozwalaty ich metody, ze rozmiary orbit planet si¢ chwieja, ale nie dryfuja. Demon
Laplace’a z rozdziatu 1 miat planety za dowdd.

W 1989 roku Jacques Laskar obliczyl powolne wahania orbit planet na przestrzeni
dwustu milionéw lat i stwierdzit, ze ruch planet wewnetrznych — Merkurego, Wenus,
Ziemi i Marsa — jest chaotyczny. Czas Lapunowa, ktory znalazt, w sensie z rozdziatu 7,
wynosit okoto pieciu milionéw lat: btad potozenia planet mnozy si¢ przez e, okoto 2,7, co
pie¢ milionéw lat.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 13.5
Sto milionéw lat to dwadziescia takich czaséw Lapunowa. Mniej wiecej ile razy

powiegkszy sie btad w ciagu dwudziestu takich okresOw: sto razy, milion razy czy
miliard razy?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Okoto 4,9 x 10® razy: blizej miliarda niz miliona. W tym
tempie btad jednego metra w dzisiejszym potozeniu Ziemi urdstby do
490 000 kilometrow, wigcej niz odlegtos¢ do Ksiezyca.

Putapka

»,Uklad Stoneczny to doskonaly zegar.” W skali kilku tysiecy lat jest zegarem tak
dobrym jak cokolwiek, co mamy: zaémienia przewiduje si¢ na stulecia naprzéd. W
skali dziesigtek milionéw lat nie da si¢ go odczyta¢. Zaden pomiar i Zaden komputer
nie powie, gdzie na swojej orbicie bedzie Ziemia za sto milionéw lat. Reguta jest
doktadna; stan poczatkowy nie.

Nieprzewidywalny to nie to samo co niestabilny. Wynik Laskara nie méwi, ze planety si¢
rozleca, a pdZniejsze obliczenia, si¢gajace miliardéw lat, w niemal kazdym przebiegu
pokazuja planety na orbitach o mniej wigcej tych samych rozmiarach i ksztattach. Nie
umiemy powiedzie¢, gdzie na orbicie bedzie Ziemia za sto milionéw lat; umiemy
powiedzied, ze najpewniej bedzie na orbicie bardzo podobnej do obecnej. To lekcja z
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rozdzialu 9 w nowym miejscu: drogi nie da si¢ przewidziec, a obszar, po ktorym sie
porusza — tak.

Chaos ujawnia si¢ szybciej w niektérych zakatkach Uktadu Stonecznego. Ksiezyc
Saturna Hyperion to nieforemna bryta na wydluzonej orbicie, a obliczenia przewiduja,
ze jego obrot nie moze si¢ ustalié, tylko koziotkuje chaotycznie, szarpany przez Saturna
raz w jedna, raz w drugg stron¢. Obserwacje z sond Voyager i Cassini zgadzaja si¢ z tym
przewidywaniem: Hyperion nie ma stalej doby.

Gdzie to spotkasz

Geolodzy datuja warstwy osadéw wedlug rytméw klimatu w nich zapisanych.
Powolne cykle ksztattu orbity Ziemi i nachylenia jej osi, nazwane od nazwiska
Milutina Milankovicia, zmieniajg to, jak Swiatto stoneczne pada na planete, a klimat
zostawia w skatach pasujace do nich pasma. Zeby zamieni¢ pasma w daty, trzeba
znad orbite Ziemi daleko w przesztosé, i geolodzy biorg jg z obliczen zespotu Laskara.
Tym obliczeniom ufa si¢, cykl po cyklu, wstecz do mniej wigcej piecdziesigciu
milionéw lat 1 nie dalej — z powodu chaosu opisanego w tym podrozdziale.

Podsumowanie

» Stan wahadla podwdjnego to cztery liczby, dwa katy i dwie predkosci ich
zmian. Jego reguta pochodzi od Newtona, jest doktadna i nie ma w niej
przypadku, a RK4 stosuje ja krok po kroku.

* Bez tarcia energia nie moze si¢ zmieni¢, wi¢c energia symulacji mierzy btad
krok6éw: przy kroku ksigzki okoto jednej czesci na 108,

* Puszczenia roznigce si¢ o milionowa czg¢S¢ radiana rozchodzg sie po 10,2
sekundy przy kazdej dlugosci kroku: rozejScie to fizyka. Zachowanie energii
nie zapobiega chaosowi.

» FLagodne puszczenia sg regularne, a dzikie chaotyczne: morze z wyspami, jak
opisuje twierdzenie KAM. Bez tarcia nie ma atraktora; energia ogradza ruch.

* Dwa ciala majg wzdr, a trzy nie. Poprawiona nagrodzona rozprawa Poincarégo
z 1890 roku byta pierwszym przebtyskiem chaosu.

 Laskar stwierdzit, Ze planety wewnetrzne sg chaotyczne, a ich czas Lapunowa
wynosi okoto pigciu milionéw lat: ich potozen nie da si¢ przewidzie¢ na sto
milionéw lat naprzéd, choé€ ich orbity pozostajag mniej wiecej takie, jakie sg.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmyS$lan: wr6¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyl, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;.
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przeprowadzi¢ wahadlo podwdjne krok po kroku metoda RK4 i ]2 ]3] J4[ 15[ ]
odczytac jego stan z wydruku

sprawdzi¢ symulacje uktadu bez tarcia, obserwujac jego energie, i LJ20 3] 140 15[ ]
powiedziec, czego ten sprawdzian dowodzi, a czego nie

zmierzy¢, jak daleko od siebie odchodzg dwa niemal identyczne ]2 ]300 14 15[ ]

puszczenia, i sprawdzié, czy wynik zalezy od diugoSci kroku

odrézni¢ tagodne puszczenie od dzikiego i powiedzie¢, co zachowanie 1] [2[ [3[ [4[ |5 |
energii przesadza o przysztodci uktadu, a czego nie

oddzieli¢ to, co zmierzono na temat chaosu w Uktadzie Stonecznym, od 1] [2[ [3[ [4][ |5] |
tego, co jest legenda

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzajg to, czego
rozdzial uczyt, w tej kolejnosci, w jakiej uczyl.

1.

Dlaczego wahadlo podwdéjne moze by¢ chaotyczne, a pojedyncze nie, cho¢ zadne z
nich nie traci energii?

. Wahadfo podwdjne puszczono ze spoczynku z obydwoma ramionami skierowanymi

pionowo w gore. Jaka jest jego energia, jesli wysokoSci mierzymy od punktu
zawieszenia?

Twoja symulacja maszyny bez tarcia traci w ciggu minuty jedng dziesigta energii. Co
z tego wnioskujesz?

Dwa puszczenia rozchodzg si¢ po dziesieciu sekundach. Skracasz krok o potowe i
teraz rozchodza si¢ po trzech. Co ci to méwi?

. Wahadlo podwdjne nie ma atraktora. Co powstrzymuje jego ruch przed pdjSciem

gdziekolwiek?

Przy czasie Lapunowa wynoszacym pie¢ milionéw lat mniej wigcej przez ile mnozy
si¢ blad w ciagu dziesigciu milion6w?

Czy chaos Uktadu Stonecznego oznacza, ze planety si¢ rozleca?



ROZDZIAL 14

Pogoda, klimat i prognoza zespotowa

Prognoza w twoim telefonie méwi, ze jutro po potudniu szansa na deszcz wynosi 70
procent. Siedemdziesiat procent czego? Nie nieba i nie popotudnia: nikt nie spodziewa
si¢ deszczu nad siedmioma dziesigtymi miasta przez siedem dziesigtych czasu. Ta liczba
to wynik liczenia, a do korica tego rozdziatu sam zrobisz takg prognoze na matym modelu
atmosfery i sprawdzisz, czy mozna jej ufac.

Tu zte wiesci z czesci Il zamieniajg si¢ w metode. Atmosfera jest chaotyczna, wiec
pojedyncza prognoza ma horyzont, a rozdziat 7 pokazat, ze lepsze pomiary przesuwaja
go tylko troche. Synoptycy nie mogli zmieni¢ zadnego z tych faktéw. Zmienili pytanie, na
ktére odpowiadaja — z jednej prognozy na wiele — i jest to najbardziej udane praktyczne
zastosowanie, jakie znalazla teoria chaosu.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:

* uruchomic¢ prognoze¢ zespotowa na zabawkowej atmosferze 1 odczytac jej rozrzut
jako miare pewnoSsci

» zamieni¢ zesp6t w prawdopodobienistwo i1 powiedzied, jak ocenia si¢ prognoze
probabilistyczng

* zmierzy¢, jak daleko naprzéd prognoza wygrywa z podawaniem Sredniej klima-
tycznej

* uzy¢ reguly z rozdziatu 7, zeby powiedzieé, co lepszy start daje prognozie

* odrézni¢ pytanie o pogode¢ od pytania o klimat

14.1 Zabawkowa atmosfera

Model pogody dzieli powietrze na pudetka, kazdemu przypisuje kilka liczb — temperature,
ciSnienie, wiatr, wilgotno$¢ — i za pomoca fizyki ptynéw opisuje, jak kazda z nich
si¢ zmienia. Pierwsza prognoze zrobiona w ten sposob na komputerze elektronicznym
policzono na ENIAC-u w 1950 roku; dzisiejsze modele globalne niosg wiele milionéw
liczb.

W 1996 roku Edward Lorenz, ktérego trzy réwnania poznate§ w rozdziale 9, zapropo-
nowal model do$¢ maty, zeby dato si¢ o nim mysle¢, i dos¢ duzy, zeby zachowywat si¢ jak
pogoda. Rozmies¢ 40 liczb, od x; do x49, wokét réwnoleznika tak, zeby kazda oznaczata
pogode w jednym miejscu, a sgsiadem ostatniej byta pierwsza. Lewa stron¢ czytaj tak, jak
nauczyt ci¢ rozdziat 4: jako to, jak szybko zmienia si¢ x;:

dx;

ar = (Xiy1 —Xi2) Xi-1 —x; + F.

174
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Stowami: kazdag liczbe niosg jej sasiedzi (iloczyn, ktory przesuwa pogode wokot kota
tak jak wiatr), kazda wycieka (to —x;, ktére gra role tarcia) 1 kazdg pcha staly naped F,
wymuszenie, ktore gra rol¢ storica. Standardowe wymuszenie Lorenza to F = 8, a w
chaoslab cala regula to jedna linijka:

code/src/chaoslab/systems.py

def lorenz96(forcing: float = 8.0) -> Field:
"""Lorenz's 1996 toy atmosphere: n numbers round a circle of latitude.

Each one is pushed by its neighbours, damped, and driven by ~forcing™.
The number of variables is the length of the state you pass in.

nnn

def field(s: State) -> State:
n = len(s)
return tuple((s[(i + 1) % n] - s[i - 2]) * s[i - 1] - s[i] + forcing
for i in range(n))

return field

Listing 14.1: Czterdziestoliczbowa zabawkowa atmosfera Lorenza

Kolo zamyka si¢ samo: gdy i wynosi 0, Python czyta s[i - 2] jako s[-21, czyli drugg
liczbe od korica.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 14.1
Ustaw kazda liczbe na 8, czyli warto§¢ wymuszenia. Co wedtug reguty kazda z nich
zrobi dalej?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nic. Sasiedzi si¢ znosza, (8 — 8) X 8 = 0, a wyciek 0 8
znosi pchnigcie o 8, wiec kazde tempo zmian wynosi zero.

Idealnie spokojna atmosfera pozostaje spokojna. Spokdj jest punktem stalym i, jak w
rozdziale 3, pytanie brzmi, czy jest stabilny. Nie jest: listingi ponizej tracajg jedng liczbe o
jedna setng i czekaja, a spokdj rozpada si¢ na fale, ktére wedruja wokét kota i nigdy sie
nie uspokajajag.

Lorenz dobral jednostki tak, ze jedna jednostka czasu to mniej wigcej pie¢ dni
prawdziwej pogody, wiec krok listingdéw, 0,05, to okoto szeSciu godzin. Zmierzony
funkcja lyapunov_flow z chaoslab wyktadnik z rozdziatu 7 wynosi 1,70 na jednostke
czasu: maly btad podwaja si¢ co 0,41 jednostki, czyli mniej wigcej co dwa dni.

14.2 DwadzieScia prognoz zamiast jednej

Prognoza zaczyna si¢ od analizy: najlepszego oszacowania obecnego stanu atmosfery,
zbudowanego z pomiardw, ktére nigdy nie s3 doktadne. Powiedzmy, ze analiza jest trafna
z doktadnoscia do 0,1 dla kazdej z czterdziestu liczb. Z rozdziatu 6 wiesz, co zrobi
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pojedyncza prognoza z niej wystartowana: przez jakis$ czas bedzie podgzac za prawdziwg
pogoda, a potem przestanie.

Stuzba meteorologiczna nie zna jutrzejszej prawdy w chwili, gdy prognozuje. My ja
znamy, bo sami gramy role natury. Uruchom model raz i nazwij ten przebieg prawdg;
zréb analize, dodajac do prawdy btad; prognozuj z analizy; ocen prognoze, porownujac ja
z prawda. Model 1 prawda podlegaja tej samej regule, wiec kazdy btad ponizej pochodzi
ze startu, a Zaden z modelu: zabawka ma wszystkie przewagi, ktérych brakuje prawdziwe;j
prognozie.

Teraz nowy pomyst. Zamiast jednej prognozy zréb ich 20. Kazdy czlonek startuje z
analizy traconej kolejnym biedem tej samej wielkoSci, wiec cztonkowie réznia si¢ od
siebie mniej wigcej tak, jak analiza mogtaby si¢ r6zni¢ od prawdy. Razem tworzg zespot.

code/ch14/ensemble.py

N = 40 # numbers round the circle of latitude

FORCING = 8.0 # the drive: Lorenz's standard value

DT = 0.05 # one step; about six hours in Lorenz's units

ERROR = 0.1 # the analysis is right to within 0.1 on every number
MEMBERS = 20 # copies in the ensemble

def run(state: State, steps: int, forcing: float = FORCING) -> State:
"""Follow the toy atmosphere for a number of steps."""
field = lorenz96(forcing)
for _ in range(steps):
state = rk4_step(field, state, DT)
return state

def spin_up(forcing: float = FORCING, nudge: float = 0.01) -> State:
"""A calm atmosphere with one number nudged, left to make weather.
calm = (forcing + nudge,) + (forcing,) * (N - 1)
return run(calm, 2000, forcing)

def perturb(state: State, size: float, rng: random.Random) -> State:
"""Add an error no bigger than “size® to every number."""
return tuple(x + rng.uniform(-size, size) for x in state)

Listing 14.2: Zabawkowa atmosfera, spokojny start i bfad zadanej wielkosci

rng.uniform(-size, size) losuje liczbe miedzy -size a size, kazdg wartoS¢ z ta samag
szansg, wiec perturb dodaje do kazdej liczby inny maty bfad. Reszte robig trzy miary.
Srednia zespotu usrednia kazda liczbe po czlonkach. Rozrzut to typowa odleglosé
cztonkow od tej Sredniej: podnies kazdg réznice do kwadratu, uSrednij kwadraty, wyciagnij
pierwiastek. Blgd to ten sam przepis zastosowany do prognozy i prawdy. Rozrzut i bfad
sq wiec liczbami tego samego rodzaju, mierzonymi wzgledem siebie nawzajem albo
wzgledem prawdy.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 14.2

ich rozrzut ros$nie bez konca?

Czlonkowie startuja w odlegtosci kilku setnych od siebie. Czy w miar¢ biegu prognozy

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Rosnie szybko, a potem si¢ wyréwnuje: cztonkowie
nie moga rozejs¢ si¢ bardziej niz dwa niezwigzane ze sobg dni pogody,
a atraktor ogranicza, jak bardzo te mogg si¢ réznic.

code/ch14/ensemble.py

def ensemble(truth: State, rng: random.Random) -> tuple[State, list[Statel]:
"""An analysis of “truth™, and MEMBERS copies of it, each nudged."""
analysis = perturb(truth, ERROR, rng)
return analysis, [perturb(analysis, ERROR, rng) for _ in range(MEMBERS)]

def forecast(truth: State, rng: random.Random,
leads: range) -> list[tuple[float, float, float, floatl]:

"""Score an ensemble forecast at each lead (counted in steps): the
spread, the error of the ensemble mean, and the error of one run
from the analysis alone."""
single, members = ensemble(truth, rng)
done, rows = 0, []
for lead in leads:

gap = lead - done

truth = run(truth, gap)

single = run(single, gap)

members = [run(m, gap) for m in members]

done = lead

rows.append((lead * DT, spread(members),

error(mean(members), truth), error(single, truth)))

return rows

Listing 14.3: Prognoza zespotowa oceniana przy kazdym wyprzedzeniu

lead spread error of error of

the mean one run
0.0 0.06 0.06 0.06
1.0 0.42 0.35 Q.31
2.0 1.53 1.35 1.03
3.0 2.49 2.38 3.78
4.0 3.10 2.89 3.93
5.0 3.32 3.58 5.01
6.0 3.44 3.69 4.74
7.0 3.54 3.76 5.34
8.0 3.54 3.18 4.49

Wyprzedzenie, w tabeli ,Jead”, to to, jak daleko naprzdd patrzy prognoza, w jednostkach
czasu. Przez pierwszg jednostke czy dwie rozrzut jest maly, a Srednia zespotu blisko
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prawdy; do szdstej rozrzut przestaje rosnaé, bo cztonkowie zapomnieli, skad wystartowali.
Pojedynczy przebieg z analizy, w ostatniej kolumnie, jest na poczatku tak dobry jak

Srednia, a péZniej duzo gorszy. Oto punkt O dla kazdego cztonka, narysowany na tle
prawdy:

10,0 - C )
7,5 7 \
S . / A\
S powyzej tej linij N / Wk
'é 50N [ \ X / \ LN
5 ‘ \ 1] RN \
S A\ Jl f IR\ WY/ \Jx
B 257 [V \ W\ /7 SAREA NV \
= \ | 2 ) \
Y \ e* / /
=251 dwadziescia cztonkow / . % )
_50 o = prawda \

T T T T
0 1 2 3 4 5 6
wyprzedzenie (jednostki czasu modelu)

Rysunek 14.1: Dwudziestu cztonkéw powyzszej prognozy w punkcie 0, z prawda na
pomaraficzowo. Przez prawie trzy jednostki czasu poruszajg si¢ niemal jak jeden, potem
si¢ rozchodza; do piatej sa rozrzuceni po calym zakresie pogody.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 14.3

W prawdziwej prognozie nie widzisz prawdy, wiec nie policzysz dwéch kolumn z
bledami. Spdjrz na tabele: czy rozrzut, ktéry policzy¢ mozesz, moglby ci powiedzied,
jak duzy jest btad Sredniej?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Tak, w przyblizeniu. USrednione po 40 prognozach z
réznych dni rozrzut i btad Sredniej wynosza 0,47 1 0,45 przy
wyprzedzeniu jednej jednostki czasu oraz 2,84 i 2,92 przy trzech.

Prawda jest, na ile ktokolwiek moze to stwierdzié, jeszcze jednym czlonkiem: analiza
rozni si¢ od niej bledem tej samej wielkoSci co tragcenia cztonkéw. Lezy wiec mniej wiecej
tak daleko od Sredniej zespotu jak oni, a szeroko$¢ wachlarza mierzy wielko$¢ pomyiki,
cho¢ nikt nie widzi prawdy.

Putapka

,»Prognoza to jedna liczba.” Jedna liczba to najmniej, co prognoza moze ci powie-
dziec. Zespot podaje liczbe razem z ostrzezeniem: w dniu, w ktérym czionkowie si¢
zgadzaja, ufaj Sredniej; w dniu, w ktérym sie rozchodza, ta sama liczba zastuguje na
wzruszenie ramion. Szeroko$¢ wachlarza zmienia si¢ z dnia na dzief razem z sama
pogoda i méwi, jak daleko naprzdd prognoze warto czytac.
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Osrodek prognoz robi to codziennie i zamyka petle: dzisiejsza analize tworzy sie, faczac
NOWe pomiary z WCZorajszg prognoza.

ZESPOL

wiele zaburzonych kopii
ANALIZA PROGNOZA

zmierzona, nigdy dok}adnie $rednia i szansa

Rysunek 14.2: Cykl prognozy. Niedoktadna analiza staje si¢ wieloma zaburzonymi
kopiami; ich rozrzut i ich liczenie stajg si¢ prognozg; jutro prognoza spotyka nowe
pomiary i staje si¢ nastepng analiza.

14.3 Szansa na deszcz

Teraz te siedemdziesigt procent. Nazwij punkt O swoim miastem i przyjmij, ze pada tam
zawsze, gdy jego liczba przekracza 5. Liczby Lorenza nie sg deszczem; to reguta zamiany
liczby na pogodg¢ 1 nic ponizej nie zalezy od tego wyboru. W dlugim przebiegu pada w 25
procentach przypadkéw: to klimat twojego miasta, zmierzony w ostatnim podrozdziale.

Zatrzymaj sie i pomysl 14.4
Przy pewnym wyprzedzeniu 15 z 20 cztonkéw pokazuje deszcz w twoim miescie.
Jaka jest prognozowana szansa na deszcz?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. 75 procent: 15 z 20 to trzy czwarte.

Tym wtasnie jest szansa na deszcz: utamkiem jednakowo prawdopodobnych przysztosci,
w ktdrych pada. Oto ona dla prognozy, ktdra Sledzisz.

code/ch14/chance_of_rain.py

RAIN = 5.0 # it rains at a site whenever its number is above this

def chance(members: list[State], site: int = @) -> float:
"""The fraction of the members in which it rains at “site”.
wet = sum(1 for state in members if state[site] > RAIN)
return wet / len(members)

Listing 14.4: Szansa na deszcz to liczba czionkéw
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lead members raining chance did it rain?

0.5 0 of 20 0% no
1.0 0 of 20 0% no
1.5 0 of 20 0% no
2.0 0@ of 20 @% no
2.5 0 of 20 0% no
3.0 3 of 20 15% no
3.5 15 of 20 75%  yes
4.0 1 of 20 5% no
4.5 5 of 20 25%  yes
5.0 7 of 20 35% no
5.5 6 of 20 30% no
6.0 5 of 20 25%  yes

Przez kilka pierwszych jednostek czasu kazdy cztonek méwi ,,sucho” 1 jest sucho. Potem
si¢ dzielg. Przy jednym wyprzedzeniu trzech cztonkéw na czterech méwi ,,deszcz” 1 pada;
péZniej mowi tak tylko jeden na czterech, a pada i wtedy. Pod koniec szanse krazg wokét
klimatu twojego miasta: prognoza zapomniata swdj start.

Laboratorium 14.1 — Szansa na deszcz i rozliczanie prognoz

Napisz chance, ktéra zamienia list¢ cztonkéw w prawdopodobiefistwo, oraz hit_rate,
ktéra ocenia wiele prognoz naraz: jaka czg¢S¢ tych, ktére daly szanse z danego
przedziatu, zakoficzyla si¢ deszczem? Jeden z testow uruchamia prognoze z tego
rozdziatu 1 oczekuje, ze twoja chance zgodzi si¢ z tabelg powyzej.

Plik startowy: code/labs/ch14/114_01_chance.py
Test: code/labs/ch14/test_114_01_chance.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 114_01_chance

Zatrzymaj si¢ i pomysl 14.5
Pod koniec tabeli zespot dat deszczowi jedng szanse na cztery 1 spadt deszcz. Czy
prognoza byta btedna?

Odpowiedz, zanim péjdziesz dalej.

Odpowiedz. Z jednego dnia tego nie rozstrzygniesz. Szansa jeden na
cztery mOowi, ze w mniej wiecej ¢wierci takich dni pada, a ten moze by¢
jednym z nich.
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Pulapka

»Prognoza 30 procent szansy na deszcz, po ktorej spadt deszcz, byla bledna.”
Dobra prognoza tego rodzaju sprawdza si¢ mniej wigcej trzy razy na dziesigcC i
to byt jeden z tych razéw. Bledna uczynitaby ja dopiero historia: gdyby na setki
prognoz 30 procent padato po 10 procentach z nich albo po 60. Synoptycy nazywaja
to sprawdzenie wiarygodnoscig i mozna je przeprowadzi¢ tylko na wielu prognozach,
nigdy na jedne;.

ProwadZ wigc rachunek. Pomiar z tego rozdziatu robi 6000 prognoz, w kazdym punkcie i
w wielu réznych dniach, kazda na dwie jednostki czasu naprzdéd. Sposrod 380 przypadkow,
w ktorych zesp6t dat deszczowi szanse od 25 do 35 procent, padalo w 31 procentach.
Sposréd 243, w ktérych dat od 65 do 75 procent, padato w 68 procentach. Procenty znacza
to, co moéwig.

Gdzie to spotkasz

Kazdego dnia Europejskie Centrum Prognoz Srednioterminowych z siedziba w Re-
ading uruchamia zesp6t okoto pigédziesieciu cztonkéw swojego modelu globalnego,
kazdy z nieco innej analizy, na pi¢tnascie dni naprzéd. Stuzby meteorologiczne na
calym Swiecie zamieniaja takie zespoty, czesto po statystycznej korekcie, w procenty
w twoim telefonie 1 w ostrzezenia przed burzami i powodziami. Zespoly liczy si¢
codziennie od ponad trzydziestu lat, a szansa na deszcz w twoim telefonie jest za
kulisami liczeniem bardzo podobnym do tego z listingu powyzej.

14.4 Jak daleko naprzod?

Jedna prognoza nie potrzebuje Zadnego modelu: zawsze podawaj klimat. Jutro w dowolnym
punkcie liczba wyniesie okoto 2,3, plus minus 3,6 — to dlugoterminowa $rednia i typowe
wahanie, ktére mierzy ostatni podrozdzial. Taka prognoza nigdy nie jest dobra, ale jej
typowy btad nigdy nie jest wickszy niz to wahanie. Prognoza ma sprawdzalnos¢ tylko
dopoty, dopdki z nig wygrywa.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 14.6

Dtugo po horyzoncie pojedynczy przebieg z analizy jest jeszcze jednym dniem
pogody bez zwiazku z prawda. Ktéra prognoza jest wtedy lepsza: ten przebieg czy
Srednia klimatyczna?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Srednia klimatyczna. Dwa niezwigzane dni pogody réznig
si¢ bardziej, niz kazdy z nich r6zni si¢ od Sredniej: o mniej wigcej V2,
czyli 1,4, typowego wahania.

Zmierzony btad pojedynczego przebiegu ustala si¢ na 5,1, a gorszy od Sredniej klimatycznej
staje si¢ przy wyprzedzeniu 2,85 jednostki czasu — w skali Lorenza po mniej wigcej
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Rysunek 14.3: Rozrzut i btedy w zaleznosci od wyprzedzenia, kazde usrednione po
czterdziestu prognozach. Rozrzut (linia przerywana) nadaza za bfedem Sredniej zespotu;
pojedynczy przebieg koriczy wyraznie powyzej linii kropkowanej, czyli bledu méwienia
zawsze Sredniej.

dwoch tygodniach. Prognoza pewna siebie i1 btedna jest gorsza od takiej, ktéra nic nie
wie. Srednia zespotu nigdy nie przekracza tej linii: gdy cztonkowie zapominaja swdj start,
sama dryfuje ku Sredniej klimatycznej, a jej btad ustala si¢ na 3,7, odrobine powyzej
wahania, bo dwudziestu czlonkéw to nie nieskoniczenie wielu.

Laboratorium 14.2 — Kiedy zespol przestaje sie¢ rozchodzié?

Napisz spread dla calego zespotu, a potem saturation_lead: pierwsze wyprzedzenie,
przy ktérym rozrzut osiaga dziewie¢ dziesigtych poziomu, na ktérym si€ ustala, a
ktéry usredniony po czterdziestu prognozach wynosi 3,5. Test przepuszcza prognoze
z tego rozdziatu przez twéj kod. Jedna prognoza to jeden rzut kostka, wiec spodziewaj
sie, ze twoje wyprzedzenie bedzie si¢ rézni¢ od Sredniej z czterdziestu prognoz, 3,60
jednostki czasu.

Plik startowy: code/labs/ch14/114_02_saturation.py
Test: code/labs/ch14/test_114_02_saturation.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 114_02_saturation

Zatrzymaj sie i pomysl 14.7

Przypusémy, ze analiza jest dziesie€ razy lepsza, trafna z doktadnoscia do jednej
setnej zamiast jednej dziesiatej. Korzystajac z reguly z rozdziatu 7, powiedz, o ile
mniej wigcej pézniej pojedynczy przebieg przegra z klimatem.

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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Odpowiedz. Mniej wiecej o In 10 podzielone przez wyktadnik,
niezaleznie od btedu startowego: In 10 = 2,3, a po podzieleniu przez
1,70 daje to 1,35 jednostki czasu.

W pomiarze horyzont przesuwa si¢ z 2,85 na 4,25, a przy analizie jeszcze dziesi¢C razy
lepszej na 5,75: zyski 1,401 1,50, bliskie regule. Kazda dziesigeciokrotna poprawa kupuje
ten sam dodatkowy odcinek, nigdy dziesie€ razy dluzszy.

Prawdziwa atmosfera jest mniej hojna niz zabawka, a Lorenz wyjasnit dlaczego w
1969 roku. Ma ruchy w wielu skalach, od szerokosci oceanu az po podmuch; mate psuja
si¢ najszybciej, a ich bledy rozchodza si¢ w gore, do duzych. Lepsze pomiary opdzniaja
szkode, ale jej nie zatrzymuja. Jego wniosek, wcigz powszechnie przytaczany, brzmi:
szczegbtowe] pogody nie da si¢ przewidzie¢ dalej niz mniej wigcej dwa tygodnie naprzdd,
chocby dane byly najlepsze. Prognozy mimo to stale si¢ poprawialy — lepsze obserwacje,
takze z satelitow, lepsze modele, wigksze komputery — ale zysk ocenia si¢ zwykle na
mniej wiecej jeden dzien uzytecznego wyprzedzenia na dekade: to logarytm z reguly z
rozdziatu 7, sptacany dekadami.

Czego tu nie dowodzimy

Liczba dwdéch tygodni nie jest w tej ksigzce wyprowadzona, a horyzont zabawki,
ktéry przesuwa si¢ za kazdym razem, gdy zmienia si¢ jej btad analizy, nie jest jej
pomiarem. Pochodzi z oszacowar, jak szybko rosng btedy w kazdej skali prawdziwej
atmosfery, zapoczatkowanych przez Lorenza w 1969 roku 1 poprawianych od tamte;j
pory przez porownywanie prognoz z tym, co potem si¢ wydarzyto. Zabawka pokazuje,
dlaczego horyzont istnieje.

14.5 Pogoda i klimat

Skoro nikt nie potrafi powiedziec¢, czy za trzy tygodnie bedzie pada¢ w twoim miescie, to
czy ktokolwiek potrafi powiedzieé, jak czesto bedzie tam padaé w przysztym roku?

Zatrzymaj sie i pomysl 14.8

Uruchom model dwa razy z r6znych startow, za kazdym razem na 500 jednostek
czasu, czyli kilka lat pogody Lorenza. Po kilku pierwszych jednostkach ich pogoda
nie ma ze sobg nic wspdlnego. Czy ich dlugoterminowe Srednie, typowe wahania i
to, jak czesto pada, tez bedg si¢ r6znié?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Oba przebiegi dajg Srednig 2,3, wahanie 3,6 i deszcz w
25 procentach przypadkéw, z doktadnoscig do wydrukowanych cyfr,
podczas gdy w ostatnim kroku punkt O pokazuje zupelnie rézne liczby.
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code/ch14/climate.py

def climate(forcing: float, nudge: float,
steps: int = 10000) -> tuple[float, float, float, float]:
"""Average, typical swing and rain frequency over a long run, and
the number at site @ when the run ends."""
state = spin_up(forcing, nudge)
field = lorenz96(forcing)
total = squares = 0.0
wet = count = @
for _ in range(steps):
state = rk4_step(field, state, DT)
for x in state:
total += x
squares += X * X
if x > RAIN:
wet += 1
count += 1
average = total / count
swing = math.sqrt(squares / count - average * average)
return average, swing, wet / count, state[Q]

Listing 14.5: Dlugi przebieg sprowadzony do trzech statystyk

forcing nudge average swing rain last x[0]

8 0.01 2.3 3.6 25% 1.44
8 1.00 2.3 3.6 25% -2.06
10 0.01 2.6 4.4 30% 10.70

To odkrycie z rozdziatu 9 na wigkszym modelu: trajektoria jest nieprzewidywalna, atraktor
nie, a to, jak czesto trajektoria odwiedza kazdy obszar, nalezy do reguly, a nie do
startu. Pogoda to trajektoria. Klimat to statystyka atraktora. Prognozowanie pogody to
zagadnienie poczqtkowe: odpowiedZ zalezy od tego, skad startujesz, a chaos daje jej
horyzont. Klimat od startu nie zalezy wcale.

Putapka

»Skoro nie da si¢ przewidzie¢ pogody, nie da si¢ tez przewidzie¢ klimatu.” To
odpowiedzi na rézne pytania. Chaos ogranicza pytania o trajektorie: czy tego dnia
bedzie pada¢? Pytania o statystyke — jak czesto pada, jak szeroko waha si¢ pogoda —
maja stabilne odpowiedzi, a dwa przebiegi powyzej nie zgadzaja si¢ co do zadnego
dnia, zgadzajac si¢ co do klimatu.

Klimat zmienia natomiast reguta. Trzeci wiersz wydruku podkreca wymuszenie z 8 do
10, czyli daje zabawce wigcej stofica, 1 statystyki si¢ przesuwajg: Srednia wynosi teraz 2,6,
wahanie 4,4, a pada w 30 procentach przypadkéw zamiast w 25. Pogoda w dowolnym
pojedynczym dniu jest doktadnie tak samo nieprzewidywalna jak przedtem.

Tak wyglada projekcja klimatyczna. Model klimatu uruchamia si¢ nie od dzisiejszej
pogody, lecz przy zmienionym wymuszeniu — w prawdziwym przypadku przy zmienionym
sktadzie atmosfery — i pyta si¢ go, jak przesuwajg si¢ statystyki. Nazywa si¢ to projekcjq,
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Rysunek 14.4: Jak czgsto kazda warto$¢ pojawia si¢ w dtugim przebiegu. Dwa przebiegi
z wymuszeniem 8, z réznych startéw, lezg jeden na drugim; przy wymuszeniu 10 rozkfad
si¢ poszerza i wigcej go lezy powyzej linii deszczu przy 5.

a nie przewidywaniem, bo wynik zalezy od przyjetego wymuszenia. Wymuszenie jest
warunkiem brzegowym: nalezy do reguly, a nie do dzisiejszego stanu, wi¢c horyzont pogody
nie wyklucza projekcji. Czy konkretny model klimatu dobrze oddaje to przesunigcie, to
inne pytanie, rozstrzygane przez sprawdzanie go na klimatach przeszlosci, i ta zabawka
go nie rozstrzygnie. Pokazuje za to logike: warunek poczatkowy decyduje o pogodzie, a
warunek brzegowy o klimacie.
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Podsumowanie

» Zabawkowa atmosfera Lorenza z 1996 roku rozmieszcza czterdziesci liczb
wokot kota; pchaja je sasiedzi, thumi wyciek, a napedza wymuszenie. Jej stan
spokoju jest niestabilny, a bledy podwajajq si¢ w niej mniej wigcej co 0,41
jednostki czasu.

» Zespot to wiele prognoz z traconych kopii analizy. Jego rozrzut rosnie z
wyprzedzeniem, wyréwnuje si¢ 1 nadgza za bledem Sredniej zespotu, choé
nikt nie widzi prawdy.

* Szansa na deszcz to utamek cztonkéw, w ktérych pada. Prognoze¢ probabili-
styczng ocenia si¢ po wiarygodnos$ci, na wielu prognozach, nigdy na jednym
dniu.

* Prognoza ma sprawdzalnos$¢, dopdoki wygrywa ze Srednig klimatyczng. Poje-
dynczy przebieg przegrywa z nia na horyzoncie i koriczy mniej wiecej V2
razy gorzej; kazda dziesigciokrotnie lepsza analiza przesuwa horyzont o tyle
samo, a powszechnie przytaczana granica dla prawdziwej pogody to okoto
dwoch tygodni.

* Pogoda to trajektoria i zalezy od startu; klimat to statystyka atraktora i od
startu nie zalezy. Zmiana wymuszenia, warunku brzegowego, przesuwa
statystyki i wlasnie o to pyta projekcja klimatyczna.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlar: wré¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim p6jdziesz dale;j.

uruchomié prognoze zespotowa na zabawkowej atmosferze i odczytac ]2 )30 140 ]5] ]
jej rozrzut jako miare pewnosci

zamieni¢ zespot w prawdopodobieristwo i powiedzieé, jak ocenia si¢ L2 ]3] J4] ]85 ]
prognoze probabilistyczng

zmierzy¢, jak daleko naprz6d prognoza wygrywa z podawaniem Sredniej 1] [2[ [3[ [4[ |5 |
klimatycznej

uzyC¢ reguly z rozdziatu 7, zeby powiedzieé, co lepszy start daje ]2 )30 140 ]5] ]
prognozie

odrézni¢ pytanie o pogode od pytania o klimat L[ J2[ ]3] 140 15[ ]
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Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyl, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1.

Czym jest analiza 1 dlaczego prognoza z niej psuje si¢ nawet przy doskonatym
modelu?

. W zespole liczacym 50 cztonkoéw 12 pokazuje deszcz. Jaka jest szansa na deszcz?

. W ciggu roku synoptyk powiedziat ,,80 procent szansy na deszcz” 100 razy, a padato

55 razy. Czy te prognozy byly wiarygodne?

Dlaczego dtugo po horyzoncie pojedyncza prognoza jest gorsza od podawania
Sredniej klimatycznej i mniej wigcej o ile?

. W zabawkowej atmosferze bfad analizy zmniejszono sto razy. O ile mniej wiecej

przesuwa si¢ horyzont?

Pogoda czy klimat: czy w przyszie Boze Narodzenie spadnie $nieg w Warszawie? Ile
Snieznych grudniowych dni bedzie miata Warszawa okoto 2050 roku przy zadanym
wymuszeniu?



ROZDZIAL 15

Zycie, rynki i szum: jak odréznié chaos
od przypadku

Kardiolog patrzy na odstepy miedzy uderzeniami serca, epidemiolog na sto lat comie-
sigcznych zachorowari na odre, inwestor na cen¢ akcji. Kazdy widzi poszarpang linie,
ktora nigdy doktadnie si¢ nie powtarza, i chce wiedzie¢, co nig szarpie: reguta, w ktorej
kilka liczb popycha si¢ nawzajem, czy przypadek, czyli niezliczone drobne przyczyny,
ktérych zaden model nigdy nie wymieni. NajczeSciej jedno i drugie.

Rozdziat 5 pokazat, ze reguta dtugosci jednej linijki potrafi dawaé wyniki nieregularne
jak losowanie totolotka. Ten rozdzial zadaje to pytanie od drugiej strony: gdy kto$ poda ci
poszarpany szereg liczb bez zadnej reguly, czy umiesz stwierdzi¢, czy zrobita go reguta?
Zbudujesz dwa testy, zmierzysz, jak dobrze dziatajg na danych zaszumionych i krétkich, a
potem odwiedzisz miejsca, w ktorych ogtaszano odkrycie chaosu. Przestanie nie brzmi:
chaos jest wszedzie, ani: nie ma go nigdzie. Brzmi: twierdzenie o chaosie da si¢ sprawdzic.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:
* zrobi¢ szereg chaotyczny i szereg losowy z doktadnie tych samych liczb i
powiedzieé, dlaczego zaden histogram ich nie rozrézni
* narysowaé odwzorowanie powrotu, policzy¢ kratki, w ktore trafia, i odczytac ten
wynik
» prognozowac szereg z jego wlasnej przesztoSci metodg analogoéw 1 zmierzy¢, jak
btad rosnie z liczbg krokéw naprzod
* powiedzieé, jak szum pomiarowy i krétki zapis oslabiajg oba testy

* ocenié twierdzenie o chaosie w populacjach, epidemiach, sercach czy na rynkach
na podstawie przedstawionych dowodow

15.1 Dwa szeregi, jeden zestaw liczb

Zacznij od zagadki. Dwa szeregi zawieraja po 2000 liczb z przedziatu od 0 do 1. Jeden
zrobita reguta logistyczna z rozdziatu 5 z pokretlem ustawionym na r = 4: jesli x,, to
warto$¢ w kroku 7, to nastgpna wynosi

Xp+1 =4, (1 - xn),

czyli cztery razy warto$¢ razy jeden minus warto$¢. Drugi szereg jest losowy. Ponizej
oba s3 wydrukowane z doktadnoscia do czterech miejsc po przecinku; program, ktory je
zrobil, przechowuje okoto szesnastu cyfr znaczacych.

188
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 15.1

Szereg A zaczyna si¢ od 0,0169, 0,8488, 0,6610, 0,6086. Szereg B zaczyna si¢ od
0,2000, 0,6400, 0,9216, 0,2890. Ktéry zrobita reguta? Czy da si¢ to pozna¢ na oko,
a czy da si¢ to policzyc?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. B. Na oko si¢ nie da. Rachunkiem tak:
4x0,2x%x0,8 =0,64, czyli druga warto$¢ B, a4 x 0,64 x 0,36 to 0,9216,
jej trzecia. Dla A reguta daje z pierwszej wartosSci okoto 0,07, a druga

warto$¢ wynosi 0,8488.

Zwr6¢ uwage, czego uzyl ten test. Nie wielkosci liczb ani tego, jak czesto pojawia si¢
kazda wielko$¢, tylko ich kolejnosci: czy kazda warto$¢ wynika z poprzedniej. O tym jest
caly ten rozdziat.

Putapka

»Ciag, ktory wyglada na losowy, musi pochodzié¢ z losowosci.” Szereg B wygladat
na rownie losowy jak A, a powstal z jednej linijki arytmetyki bez grama przypadku.
To, ze coS wyglada losowo, jest faktem o wygladzie. Nie mOéwi nic o przyczynie,
dopdki nie sprawdzisz, czy jest w nim porzadek, jaki zostawia po sobie regufa.

Szereg A nie powstal z rzutéw kostka. Powstat z szeregu B przez przetasowanie:

code/ch15/twins.py

20 def rule_series(n: int = N, x@: float = X@) -> list[float]:

2 """n values of the logistic map x -> 4x(1 - x), starting at xo0."""
22 return orbit(logistic(4.0), x0, n - 1)

23

24

s def shuffled(xs: list[float], seed: int = SEED) -> list[float]:

26 """The same numbers in a random order: a surrogate."""
27 copy = list(xs)

28 random.Random(seed) . shuffle(copy)

29 return copy

Listing 15.1: Dwa szeregi z jednego: regula i te same liczby przetasowane

Pierwsza funkcja iteruje regute; druga tasuje kopie listy generatorem liczb losowych
Pythona, uruchomionym od ustalonego ziarna, dzigki czemu tasowanie jest takie samo
na kazdym komputerze, a twdj wynik zgadza si¢ ze strong. Szereg zbudowany z innego
przez pomieszanie kolejnosci nazywa si¢ surogatem: to losowy szereg najtrudniejszy do
odréznienia od oryginatu, bo ma doktadnie te same liczby.
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Zatrzymayj si¢ i pomysl 15.2
Jak histogram przetasowanego szeregu — ile jego warto$ci wpada do kazdej piatej
czesci przedziatu od 0 do 1 — wypadnie w poréwnaniu z histogramem szeregu reguly?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Identycznie, stupek w stupek. Histogram liczy wartosci i
pomija ich kolejnos$¢, a tasowanie zmienia tylko kolejnos¢.

rule shuffled

0.2000 0.0169
0.6400 0.8488
0.9216 0.6610
0.2890 0.6086

0.8219 0.6066

counts in five slices of width 0.2:
rule [582, 282, 250, 289, 597]
shuffled [582, 282, 250, 289, 597]

Spojrz na ksztalt: 582 sposréd 2000 wartosci lezy w najnizszej piatej czesci, a tylko 250
w Srodkowej, bo reguta lubi przebywac blisko 0 i 1. Przetasowany szereg ma ten sam
przekrzywiony histogram, a takze t¢ samg Srednig, ten sam rozrzut, t¢ sama najwicksza
i najmniejszg warto$¢. Zadne podsumowanie, ktére pomija kolejno$¢, nie odr6zni tych
bliZzniakéw.

15.2 Kazda wartos¢ wzgledem nastepnej

W zagadce mogte$ sprawdzacé kazda warto$¢ wzgledem poprzedniej, bo znales regule.
Przy prawdziwych danych nikt ci jej nie poda, wiec niech dane same ja narysuja. Postaw
punkt w (x,, x,+1) dla kazdego kroku n: w poziomie ta warto$¢, w pionie nastepna. Taki
rysunek nazywa si¢ odwzorowaniem powrotu.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 15.3
Gdzie leza punkty odwzorowania powrotu szeregu reguty? A przetasowanego?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Punkty reguly lezg na jednej krzywej, garbie y = 4x(1 —x),
bo kazda nastgpna wartoS¢ jest regulg zastosowang do poprzednie;.
Punkty przetasowania rozchodzg si¢ po calym kwadracie, bo po
przetasowaniu nast¢pna warto$¢ nie ma nic wspdlnego z obecna.

Rysunek to ocena; liczba to pomiar. Podziel kwadrat na sto matych kratek i policz, w ile z
nich trafia odwzorowanie powrotu:
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Rysunek 15.1: Szereg reguly i jego przetasowanie. U gory: pierwsze sto krokéw kazdego,
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Rysunek 15.2: Kazda wartoS¢ wzgledem nastepnej. Szereg reguly rysuje wlasnag regule;
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przetasowany szereg wypelnia kwadrat. Cienkie linie dzielg kwadrat na sto matych kratek.
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code/ch15/return_map.py

def return_pairs(xs: list[float]) -> list[tuple[float, float]]:
"""Each value paired with the one after it."""
return list(zip(xs[:-1], xs[1:], strict=True))

def squares_touched(xs: list[float], k: int = 10) -> int:
"""Cut the unit square into k by k little squares; count how many
of them the return map lands in."""

def box(v: float) -> int:
return min(k - 1, max(@, int(v * k)))

return len({(box(a), box(b)) for a, b in return_pairs(xs)3})

Listing 15.2: Pary sasiadéw i kratki, w ktore trafiaja

values rule shuffled (of 100 squares)

100 24 64
500 28 93
2000 28 100

Krzywa moze przejs¢ tylko przez ograniczong liczbe kratek. 2000 wartosci reguly trafia
w 28, a dtuzszy zapis nie zwigkszytby tej liczby, bo kazdy nowy punkt laduje na tej same;j
krzywej. Przetasowanie wcigz znajduje nowe kratki, az zajmie wszystkie 100.

Laboratorium 15.1 — Krzywa czy chmura?

Napisz test odwzorowania powrotu samodzielnie: pofacz kazdg wartoS¢ w pare z
nastepna, policz kratki, w ktdre trafiajg pary, i zwré¢ "curve", gdy zajetych jest mniej
niz potowa kratek, a "cloud" w przeciwnym razie. Potem wyprobuj siatke dwa na
dwa na szeregu, ktory krazy miedzy trzema wartoSciami, i zobacz, jak zbyt gruba
siatka wprowadza w btad.

Plik startowy: code/labs/ch15/115_01_return.py
Test: code/labs/ch15/test_115_01_return.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 115_01_return

Gdzie to spotkasz

Robert Shaw, fizyk z Uniwersytetu Kalifornijskiego w Santa Cruz, mierzyt czas
miedzy kroplami spadajacymi z ciekngcego kranu. Przy niektorych szybkoSciach
przeplywu krople spadaty w nieregularnych odstepach, a gdy zaznaczyt kazdy odstep
wzgledem nastepnego, punkty nie wypelnity chmury: utozyly si¢ wzdtuz cienkiego
zakrzywionego ksztattu. Kuchenny kran stat si¢ jednym z najstynniejszych pokazéw
chaosu odczytanego z jednej mierzonej wielkoSci.

Shaw mierzy! jedna rzecz, odstep miedzy kroplami, cho¢ w wodzie dzieje si¢ znacznie
wiecej, niz opisze jedna liczba. To, ze w ogdle zobaczyt ksztalt, nie jest szczgSciem. W
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1980 roku Norman Packard, James Crutchfield, Doyne Farmer i sam Shaw pokazali, jak
odbudowac ksztatt ruchu uktadu z jednej mierzonej wielkoSci, uzywajac jej opdZnionych
kopii —odczytu teraz, chwile temu i jeszcze chwile wezesniej — w zastepstwie liczb, ktérych
nikt nie zmierzyt. W 1981 roku Floris Takens udowodnil, ze to dziata. Odwzorowanie
powrotu to przypadek najprostszy: jedna wielkos$¢, jedno opdznienie.

Czego tu nie dowodzimy

Twierdzenie Takensa stowami: dla gtadkiego uktadu deterministycznego, ktérego
stan ma d liczb, 2d + 1 op6Znionych kopii niemal dowolnego pojedynczego pomiaru
daje wierng kopi¢ ruchu, wygieta i rozciaggnieta, ale o tym samym ksztatcie. Dowdd,
w jego pracy z 1981 roku Detecting strange attractors in turbulence, korzysta z
topologii rézniczkowe;j.

15.3 Prognoza z przeszloSci

Drugi test zadaje pytanie, ktore obchodzi uzytkownika danych: czy da si¢ to przewidzie¢?
Bez reguty mozesz przeszukac zapis w poszukiwaniu chwili najbardziej podobnej do
obecnej i zalozy¢, ze to, co wtedy nastgpito, nastgpi i teraz. To metoda analogow. W 1969
roku Edward Lorenz wyprébowat ja na mapach pogody i nie znalazt dnia z przesztosci
dos¢ podobnego, by si¢ przydat: przy tak wielu liczbach w stanie atmosfera nie wrdcita w
poblize miejsc, w ktorych juz byla. Dla szeregu pojedynczych liczb metoda dziata:

code/ch15/analogues.py

def forecast(library: list[float], x: float, h: int) -> float:
"""Predict h steps after x: find the value in the library most like
x, and return what came h steps after it."""
best = min(range(len(library) - h),
key=lambda j: abs(library[j]l - x))
return library[best + h]

def mean_error(xs: list[float], h: int, split: int = SPLIT) -> float:
"""The average size of the forecast's miss, h steps ahead: learn from
xs[:split], test on every value after it."""
library, test = xs[:split], xs[split:]
misses = [abs(forecast(library, test[t], h) - test[t + h])
for t in range(len(test) - h)]
return sum(misses) / len(misses)

Listing 15.3: Prognoza wedlug najblizszego analogu z przesztosci

forecast znajduje w przesziosci warto$¢ najblizsza x, jej najblizszego sgsiada, i zwraca
to, co nastgpito h krokéw po nim. mean_error uczy si¢ na pierwszym tysigcu wartosci,
prognozuje kazdg warto$¢ po nich i usrednia wielkoSci chybieni.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 15.4
Dla szeregu reguty $rednie chybienie o krok naprzéd wynosi okoto 0,00099, czyli
jedna tysigczng. Strzal na Slepo — dowolna warto$¢ wzigta z histogramu — chybia
Srednio o okoto 0,42. Rozdziat 7 zmierzyl, ze przy r = 4 maly btad mniej wigce;j
podwaja si¢ w kazdym kroku. O ile krokéw naprzéd moze siegna¢ prognoza, zanim
jej chybienia dojda do potowy chybien strzatu na Slepo?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Okoto dziewigciu: jedna tysigczna podwojona dziewigc
razy to mniej wiecej potowa, bo 2° = 512. Pomiar sie zgadza: chybienia
po raz pierwszy przekraczajg potowe chybien przetasowania w kroku 9.

steps ahead rule shuffled

1 0.00099 0.42
2 0.0019 0.42
3 0.004 0.41
4 0.0079 0.42
5 0.016 0.38
6 0.031 0.4
7 0.061 0.39
8 0.12 0.4
9 0.2 0.39
10 0.31 0.41
11 0.37 0.41
12 0.38 0.41
= =
107! 4
:g,, ]
o
g
S 107 4
—e— wytworzona przez regule
10-3 - —#— przetasowana

T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

kroki naprz6d

Rysunek 15.3: Srednie chybienie prognozy metodg analogéw w zaleznosci od liczby
krokéw naprzod, w skali logarytmicznej. Przetasowanie to strzal na Slepo przy kazdym
horyzoncie; szereg reguly prognozuje si¢ dobrze i z kazdym krokiem gorze;.

Dla przetasowanego szeregu prognoza chybia o okoto 0,42 przy kazdym horyzoncie: jego
przeszto$¢ nie niesie zadnej informacji o nastepnej wartosci. Dla szeregu reguly chybienie
o krok naprzdd jest okoto 420 razy mniejsze 1 roSnie mniej wiecej 2,0 razy na krok — to
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rozcigganie, ktore rozdzial 7 zmierzyt od Srodka, widziane z zewnatrz — az po kilkunastu
krokach tez staje si¢ strzalem na Slepo.

Chaos i szum rdznig si¢ wigc w obie strony. Szum jest réwnie nieprzewidywalny przy
kazdym horyzoncie. Chaos jest przewidywalny na kilka krokoéw naprzdd, gdzie szum nie
jest, 1 traci te przewidywalno$¢ w stalym, mierzalnym tempie: to znacznie mocniejszy
odcisk palca chaosu niz jakakolwiek nieregularnosé.

15.4 Prawdziwe dane to mieszanina

Nic nie jest mierzone doktadnie. Waga, termometr czy urzednik przepisujacy rejestr
przesuwaja kazda warto$¢ troche, losowo. Zeby zobaczyé, co to robi, przesun kazda
warto$¢ szeregu reguly o losowg wielkoS¢ nie wigkszg niz pewien rozmiar:

code/ch15/noisy.py

def with_noise(xs: list[float], size: float,
seed: int = NOISE_SEED) -> list[float]:
"""Move each value by a random amount between -size and +size.
rng = random.Random(seed)
return [x + rng.uniform(-size, size) for x in xs]

Listing 15.4: Szum pomiarowy: kazda wartoS¢ przesuni¢ta losowo

Zatrzymaj si¢ i pomysl 15.5
Dodaj do szeregu reguty szum o rozmiarze do 0,01: jedng setna, mniej niz grubos¢é

krzywej na wydrukowanym odwzorowaniu powrotu. Co si¢ stanie ze Srednim
chybieniem o krok naprzdd, ktére wynosito 0,00099?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Wzro$nie do 0,018, wielokrotnie. Analog, ktéry znajduje
prognoza, sam jest przesuni¢ty nawet o jedng setna, podobnie jak
prognozowana wartoS$¢, i to zanim podwajanie reguly w ogdle si¢

zacznie.

noise squares 1-step error

0.00 28 0.00099
0.01 28 0.018
0.05 44 0.076
0.20 84 0.26
right answers out of 100 short records:
length forecast test squares test
clean noisy clean noisy
10 79 74 56 38
20 98 89 95 73
40 100 95 100 92

100 100 99 100 99
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Rysunek 15.4: Odwzorowania powrotu szeregu reguly ogladane przez szum pomiarowy
trzech rozmiaréw. Krzywa grubieje w pas, a przy najwigkszym rozmiarze pas prawie
wypetnia kwadrat.

W gérnej tabeli, dla catego zapisu, krzywa w miare wzrostu szumu grubieje w pas:
przy szumie do 0,2, jednej piatej catego zakresu, zajmuje 84 kratki. Mimo to przy 2000
wartoSciach prognoza wcigz jest lepsza od strzatu na Slepo: 0,26 wobec 0,42.

Dolna tabela to cz¢$¢ okrutna. Tnie zapis na krétkie kawalki i liczy, na sto kawatkow, jak
czesto kazdy test uznaje kawalek reguty za mniej losowy od jego wlasnego przetasowania.
Przy czterdziestu zaszumionych wartoSciach test prognozy maracje 95 razy. Przy dziesieciu
ma racj¢ 74 razy, a test kratek tylko 38 — gorzej niz rzut moneta. Krotkie, zaszumione
dane potrafig sprawié, ze porzadek wyglada jak przypadek, a przypadek jak porzadek. A
to najtatwiejszy chaos, jaki istnieje, z jedng liczba na krok; uktad z wieloma liczbami w
stanie potrzebuje znacznie dtuzszego zapisu.

Laboratorium 15.2 — Zapytaj kilka analogéw

Gdy w zapisie jest szum, najblizszy analog moze by¢ bliski przypadkiem. Napisz
prognoze, ktéra znajduje kilka najblizszych wartoSci z przesztosci i usrednia to, co
po nich nastgpito. Test sprawdza ja na malej bibliotece, ktérg przeliczysz recznie, a
potem sprawdza, ze usrednienie pigciu analogéw jest lepsze od zaufania jednemu na
zaszumionym szeregu.

Plik startowy: code/labs/ch15/115_02_forecast.py
Test: code/labs/ch15/test_115_02_forecast.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 115_02_forecast

15.5 Populacje, epidemie, serca

Praca Roberta Maya z 1976 roku o odwzorowaniu logistycznym byta pisana dla ekologéw.
Jej lekcja brzmiata: populacja, ktérej liczebnoS¢ skacze nieregularnie z roku na rok,
nie musi by¢ popychana przez pogode czy szczeScie; moze to robi¢ jej wlasna reguta
rozmnazania.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 15.6
Wiele prawdziwych populacji owadéw rzeczywiscie ro$nie i maleje nieregularnie z
roku na rok. Czy to czyni je chaotycznymi?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Nieregularne liczby daje chaos, ale daje je tez
populacja w réwnowadze szarpana przez pogode, choroby i przypadek.
Nieregularno$¢ nie odrézni tych dwéch; mogg to zrobié tylko testy
porzadku.

Putlapka

,Nieregularne dane dowodzg chaosu.” Kazdy szereg w tym rozdziale byt niere-
gularny, a potowa z nich to przetasowania. Chaos to twierdzenie, ze nieregularno$é
tworzy reguta z niewieloma liczbami, i wymaga dowodéw na te regule: struktury
w odwzorowaniu powrotu, prognozy, ktdra jest dobra na poczatku i pogarsza si¢
rOwnomiernie, oraz zapisu do$¢ dtugiego i czystego, by jedno 1 drugie co$ znaczyto.

Najmocniejsze dowody przyszly z laboratorium, gdzie regute mozna zmienia¢ celowo.
W 1997 roku Robert Costantino ze wspoétpracownikami opisali w Science trojszyki,
drobne chrzaszcze zyjace w mace, hodowane w stojach, ktérym eksperymentatorzy
recznie ustalali tempo Smierci dorostych 1 dotaczania nowych dorostych. Gdy te tempa
si¢ zmienialy, kolonie przechodzity od stalej liczebnoSci przez cykle do nieregularnych
wahan, tam gdzie przewidywat ich model. Dzika populacja liczona raz do roku przez
kilka dziesigcioleci daje mniej wiecej tak mato wartosci jak dolna tabela powyze;.

Drugi klasyczny przyktad to epidemie. Model SIR dzieli ludzi na podatnych, ktérzy
mogg si¢ zarazi¢, zakaznych, ktorzy choruja, 1 ozdrowienicow. Nowe zakazenia kazdego
dnia sg proporcjonalne do tego, ilu jest podatnych i zakaznych, ktoérzy mogg si¢ spotkac,
chory zaraza Srednio przez 13 dni, a narodziny dostarczajag nowych podatnych. Wez
chorobe podobng do odry, w ktdrej jeden chory wsrdd ludzi bez odpornosci zaraza okoto
17 innych, 1 dlugos¢ zycia 50 lat. Potem dodaj rok szkolny: dzieci stykaja si¢ czeSciej w
czasie nauki niz w wakacje, wiec niech tempo kontaktow rosnie 1 maleje raz w roku o
ulamek nazwany sezonowosciq.

code/ch15/epidemic.py

def contact(day: int, season: float) -> float:
"""How much above or below average the contact rate is on this day:
1 + season on New Year's Day, 1 - season at midsummer, in straight
lines between."""
return 1.0 + season * (4.0 * abs(day / 365.0 - 0.5) - 1.0)

def one_year(s: float, i: float,
season: float) -> tuple[float, float, float]:
"""Step through one year; return the new s and i, and the fraction
of people infected during the year."""
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births, recover, dt = 1.0 / LIFE, 1.0 / DAYS_ILL, 1.0 / STEPS
beta® = RO * (recover + births)
cases = 0.0
for day in range(365):
beta = beta@ * contact(day, season)
for _ in range(STEPS):

new = beta * s * i
s =s + dt x (births - new - births x s)
i =1+ dt = (new - (recover + births) * i)
cases = cases + dt * new
return s, i, cases

Listing 15.5: Epidemia z rokiem szkolnym: reguta SIR krokami po ¢wier¢ doby

season cases per thousand people, eight years running
0.0 19 19 19 19 19 19 19 19
0.1 24 13 24 13 24 13 24 13
0.3 33 7 32 4 33 7 32 4
0.4 0 38 44 0 0 0 75 9

the same, starting one part in a billion more susceptible:
0.1 24 13 24 13 24 13 24 13
0.4 @ 39 29 0 @ 56 25 0

Bez roku szkolnego model si¢ ustala: 19 zachorowari na tysiac osob, co roku tyle samo.
Przy sezonowosci 0,1 lata duze i mate wystepuja na przemian, jak odra w Anglii 1 Walii,
zanim w 1968 roku wprowadzono szczepienia. Przy 0,3 wzor powtarza si¢ co cztery lata,
a przy 0,4 nie powtarza si¢ wcale, a pchnigcie o jedng miliardowg na starcie posyta lata w
inng strong¢. To droga do chaosu z rozdziatu 8, przebyta przez epidemig.

Tu tez potrzebna jest uczciwos¢. W chaotycznym ustawieniu epidemie modelu wypalaja
sie tak doktadnie, Ze w najnizszym punkcie zakazna jest mniej niz jedna osoba na 10!,
Zadne miasto nie ma milionowej czeSci cztowieka: prawdziwa choroba by wygasta.
Czy odra kiedykolwiek byta chaotyczna, wcigz jest przedmiotem sporu. W 1990 roku
George Sugihara i Robert May zastosowali prognoz¢ metodg analogéw do comiesi¢cznych
zachorowari na odr¢ w Nowym Jorku i znalezli podpis z tego rozdziatu, dobrg prognoze,
ktéra rownomiernie pogarsza si¢ z horyzontem, podczas gdy ospa wietrzna w tym samym
miedcie wygladata jak roczny cykl z szumem na wierzchu.

Z sercem jest jeszcze trudniej. W doSwiadczeniach laboratoryjnych opisanych w
1981 roku skupiska komérek serca pobudzane regularnymi impulsami elektrycznymi
przechodzity przez podwojenie okresu do nieregularnego bicia. Zdrowe serce tez nie bije
jak metronom, ale niegdys$ popularne twierdzenie, ze jego zmiennoS$¢ to chaos, opiera si¢
na testach z tego rozdziatu zastosowanych do krétkich, zaszumionych zapiséw i1 pozostaje
sporne. Zmienno$¢ to nie to samo co chaos.

15.6 Rynki i czego wymaga twierdzenie o chaosie

Ceny to najpilniej obserwowane poszarpane linie na §wiecie 1 przez pewien czas wielu
miato nadzieje, ze to chaos jest wzorem ukrytym pod nimi.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 15.7
Przypus$émy, ze kto§ udowodnil, ze cen¢ akcji tworzy chaotyczna regula z zaledwie
kilkoma liczbami w stanie. Czy mdgtbys sie¢ wzbogaci¢ na jej prognozowaniu?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Niewiele. Chaos da si¢ prognozowac tylko na kilka krokéw

naprzéd, tylko tak dobrze, jak pozwalaja pomiary, i wcale poza swoim

horyzontem. A kazdy inwestor, ktory znalaztby te samg regule, gratby
wedlug niej i zmienial ceny, ktére ona opisuje.

Putapka

»Chaos na rynkach oznacza, Ze da si¢ je przewidzie¢.” Chaotyczne ceny obiecywa-
tyby krétki horyzont z twardg granicg za nim, a nie szklana kule. W rzeczywistoSci
ekonomisci, ktérzy szukali, znaleZli stopy zwrotu trudne do przewidzenia oraz okresy
spokoju i burzy skupione razem, ale dowody na chaotyczng regute z niewieloma
liczbami w stanie sg stabe i sporne. Nieregularne, skokowe i trudne do przewidzenia
to razem jeszcze nie chaotyczne.

Zbierz caly rozdziat, a twierdzenie o chaosie w prawdziwych danych wymaga:
* dlugiego zapisu, dugiego w poréwnaniu z liczbg wielkoSci, ktére maja znaczenie;
* matlego szumu albo testow, ktére go uwzgledniaja;

* uczciwego poréwnania: szereg musi wygra¢ ze swoimi surogatami, takze z takimi,
ktore zachowuja jego powolne wzrosty 1 spadki, bo szereg z pamigcia, jak dobowa
temperatura, daje si¢ prognozowac na dziefi naprzod bez zadnego chaosu;

» wlasciwego ksztaltu bledu prognozy: matego o krok naprzéd i rosngcego w statym
tempie;
* a najlepiej mechanizmu, najlepiej z pokretlem, ktére da si¢ przekrecic, jak u
chrzaszczy.
Niewiele twierdzen o sercach, mézgach czy gospodarkach spelnia wszystkie piec. To

teoria chaosu wykonujaca swoja prace: mowi ci, do jakich wnioskOw poszarpana linia ci¢
uprawnia, a do jakich nie.

Podsumowanie

* Surogat zrobiony przez tasowanie ma te same liczby, wiec ten sam histogram.
Tylko kolejnosé odrézni regute od przypadku.

* Odwzorowanie powrotu przedstawia kazdg warto§¢ wzgledem nastepne;j:
regula rysuje krzywa, szum wypelnia kwadrat. Zanurzenie z opéZnieniem
(Takens, 1981) odbudowuje ksztatt uktadu z jednej mierzonej wielkoSci.
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* Metoda analogéw prognozuje wedtug najblizszej wartosci z przeszlosci.
Chaos prognozuje si¢ dobrze o krok naprzdd i gorzej w statym tempie; szum
jest strzalem na Slepo przy kazdym horyzoncie.

* Szum pomiarowy i krétkie zapisy ostabiajg oba testy; przy dziesigciu
zaszumionych warto$ciach test kratek wypada gorzej niz moneta.

* Chaos przekonujaco pokazano w populacjach laboratoryjnych; dla odry, serc
i rynkéw dowody sg mieszane, sporne albo stabe. Nieregularne to nie
chaotyczne.

» Twierdzenie o chaosie wymaga diugiego, czystego zapisu, uczciwego po-
réwnania z surogatami, wlasciwego ksztattu btedu prognozy, a najlepiej
mechanizmu.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmyS$lan: wr6¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyl, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;.

zrobic szereg chaotyczny i szereg losowy z doktadnie tych samych liczb 1] [2[ [3[ [4[ |5] |
i powiedzieé, dlaczego zaden histogram ich nie rozrézni

narysowa¢ odwzorowanie powrotu, policzy¢ kratki, w ktore trafia, i ]2 ]3] J4[ 15[ ]
odczytac ten wynik

prognozowac szereg z jego wlasnej przeszioSci metodg analogéw i L J20 ]3] J4[ ]5[ ]
zmierzy¢, jak btad roSnie z liczbg krokéw naprzéd

powiedzied, jak szum pomiarowy i kroétki zapis ostabiaja oba testy L J2[ ]3] 140 15[ ]
oceni¢ twierdzenie o chaosie w populacjach, epidemiach, sercach czy na 1] [2[ [3[ [4][ |5] |
rynkach na podstawie przedstawionych dowodéw

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzajg to, czego
rozdziat uczyl, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1. Co tasowanie szeregu zachowuje, a co niszczy?

2. Odwzorowanie powrotu pewnego szeregu lezy na jednej cienkiej krzywej. Co to
méwi o tym, jak powstat szereg?

3. Jeden szereg zajmuje 30 ze stu kratek przy 500 wartosciach i nadal 30 przy 5000.
Inny zajmuje 80, a potem 100. Ktéry zachowuje si¢ jak szereg reguty?

4. Prognoza metoda analogéw chybia o okoto 0,001 o krok naprzdd, a jej chybienia
podwajaja si¢ w kazdym kroku. Po ilu mniej wiecej krokach chybienie dojdzie do
0,257



15. Zycie, rynki i szum: jak odr6zni¢ chaos od przypadku 201

5. Dlaczego zapis z dziesi¢ciu zaszumionych wartosci jest stabym dowodem za chaosem
albo przeciw niemu?

6. Co dzieje si¢ z modelowa epidemia, gdy rok szkolny staje si¢ silniejszy, i co czyni
jej chaotyczne ustawienie watpliwym obrazem prawdziwej odry?

7. Ktos$ pokazuje ci, ze cena akcji jest nieregularna. Czy to dowéd chaosu? Co bytoby
dowodem?



ROZDZIAL 16

Chaos wewngtrz komputera

Kazdy obraz chaosu w tej ksiazce narysowat komputer i tak samo policzyt kazda liczbe.
Oto niewygodny fakt o maszynie, ktdra je narysowala. Nie umie zapami¢tac liczby 0, 1.
Zapamic¢tuje liczbe bardzo do niej zblizong, a za kazdym razem, gdy dodaje albo mnozy
dwie liczby, zaokragla wynik do takiej, ktéra umie zapamietac.

Przez kilka rozdzialéw uczyles si¢, ze chaos zamienia najmniejszy btad w duzy. Skoro
wigc komputer robi drobny btad w kazdym kroku, jak ktérykolwiek z tych obrazéw moze
by¢ poprawny? Ten rozdziat mierzy odpowiedz, a jest ona lepsza, niz méglbys si¢ obawiac,
1 gorsza, niz méglbyS mie¢ nadzieje.

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:

* powiedzie¢, co zapamiectuje komputer, gdy wpisujesz liczbe, 1 dlaczego 0,1 + 0,2
nie daje 0,3

* przewidzie¢ krok, w ktérym odwzorowanie podwajajace ginie w komputerze

» oszacowad, przez ile krokéw chaotyczne obliczenie pozostaje poprawne, na
podstawie liczby cyfr dwojkowych, ktére zachowuje

» powiedzieé, ktérym wynikom chaotycznej symulacji mozesz ufaé, i dlaczego

» opisa¢ generator liczb losowych jako regule deterministyczng i powiedzied,
dlaczego musi si¢ powtarzac

16.1 Co zapami¢tuje komputer

Zapisz jedna trzecig jako utamek dziesietny, a nigdy nie skoriczysz: 0,333 . . ., trojki ciaggna
si¢ bez konca. Zapis dziesietny oddaje doktadnie tylko te utamki, ktérych mianownik
skfada si¢ z dwdjek i pigtek, czynnikéw dziesigtki. Komputer liczy zamiast tego dwdjkami.
W systemie dwdjkowym miejsca po przecinku sg warte potowe, ¢wier¢, jedng 6sma i tak
dalej, wiec % zapisuje si¢ jako 0,11: potowa plus ¢wier¢.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 16.1
Ktore z tych liczb system dwojkowy zapisze doktadnie, statg liczba miejsc: %, %, %?
Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

202
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Odpowiedz. % 1 %, ale nie 11—0. System dwojkowy zapisuje doktadnie

utamki, ktérych mianownik jest potega dwdjki, a dziesie¢ ma czynnik
piec.

Dwdjkowo jedna dziesiata to 0,000110011 .. ., a blok 0011 powtarza si¢ bez kofica, wigc
komputer musi jg gdzieS uciac. Python, jak prawie kazdy program, ktérego uzywasz,
przechowuje liczbe jako double, liczbe podwdjnej precyzji: 53 cyfry dwdjkowe znaczace,
czyli okoto 16 dziesigtnych, plus potege dwojki, ktéra moéwi, gdzie stoi przecinek. Dla
jednej dziesigtej zapami¢tuje najblizszg liczbe podwdjnej precyzji, za duzg o mniej wigcej
5,55 x 10718, Kazda suma i kazdy iloczyn sg potem takze zaokrgglane: doktadny wynik
zastepuje najblizsza liczba podwdjnej precyzji.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 16.2
Zaréwno 0,1, jak 1 0,2 sa zapamietane odrobing btednie, a ich suma jest jeszcze raz
zaokraglana. Czy komputer zgodzi si¢, ze 0,1 + 0,2 to 0,37

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Suma drukuje si¢ jako liczba o wtos wieksza od 0,3, a
poréwnanie odpowiada False.

code/ch16/floats.py

print(0.1 + 0.2)
print(0.1 + 0.2 == 0.3)

print(Decimal(0.1)) # the exact value stored for 0.1
print((0.1).as_integer_ratio()) # the same number as a fraction
print(2**55) # the bottom of that fraction

print((0.1 + 0.2) + 0.3, 0.1 + (0.2 + 0.3))
big = float(2*%53)
print(big + 1.0 == big) # 2xx53 + 1 has no room to be stored

Listing 16.1: Co zapamigtuje komputer i co z tym robi

0.30000000000000004

False
0.1000000000000000055511151231257827021181583404541015625
(3602879701896397, 36028797018963968)

36028797018963968

0.6000000000000001 0.6

True

Trzeci wiersz to doktadna warto$¢ zapamietana dla 0,1; czwarty zapisuje j3 jako utamek,
ktérego mianownik to 2°°. Kazda liczba podwéjnej precyzji to liczba catkowita podzielona
przez potege dwgjki. Szosty wiersz dodaje trzy liczby w dwdch kolejnosciach 1 dostaje
dwa wyniki: gdy kazdy krok zaokragla, grupowanie, o ktérym szkota méwita, ze nie
ma znaczenia, ma znaczenie. Ostatni pokazuje, ze brakuje miejsca: powyzej 2°° liczba
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podwdjnej precyzji nie miesci juz kazdej liczby catkowite;.

Uwaga
Te reguly zaokraglania ustalono w 1985 roku w standardzie IEEE 754, ktérego
przestrzega prawie kazdy komputer. Wymaga on, by +, —, X, + i pierwiastek

kwadratowy dawaty doktadny wynik zaokraglony do najblizszej liczby podwdjne;j
precyzji. Dlatego twéj komputer powinien si¢ zgadzac z kazdg liczbg wydrukowang
w tej ksigzce: jej wlasne pomiary uzywajg tylko tych dziatan.

16.2 Odwzorowanie, ktorego komputer nie umie policzy¢

Najprostsza chaotyczna regula, jaka istnieje, miesci si¢ w jednym wierszu: podwdj liczbe,
a jeSli wynik wynosi 1 albo wiecej, odejmij 1. Symbolicznie x — 2x mod 1, czyli ,,2x
bez czesci catkowitej”. To odwzorowanie podwajajgce w kazdym kroku podwaja odstep
mi¢dzy dowolnymi dwoma bliskimi punktami startowymi. W systemie dwéjkowym widac,
jak dziata: podwojenie przesuwa kazda cyfre o jedno miejsce w lewo, a odjecie 1 wyrzuca
cyfre, ktdra przeszta przez przecinek, wiec 0,1011 staje si¢ 0,011, potem 0,11, potem 0,1.
Odwzorowanie odczytuje swoj start po jednej cyfrze dwdjkowej naraz.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 16.3
Policz odwzorowanie podwajajace recznie od %, na utamkach, przez pie¢ krokow.
Co jego orbita robi potem na zawsze?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. % % %, %, %: krazy po tych samych czterech wartoSciach
ez konca 1 nigdy nie dochodzi do 0.

Tymczasem komputerowe 0,1 to liczba catkowita podzielona przez 2°°: ma ostatnig cyfre
dwdjkowa, a kazdy krok wypycha jedna cyfre za przecinek.

Zatrzymaj sie i pomysl 16.4
Jaka bedzie komputerowa orbita 0,1 po szeS¢dziesieciu krokach?
Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Doktadnie 0. Gdy ostatnia cyfra dwdjkowa odejdzie, w
kroku 55, nic nie zostaje, a 0 podwojone to 0 na zawsze.
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code/ch16/doubling.py

X = 0.1 # what the computer stores for one tenth
t = Fraction(1, 10) # one tenth itself
for n in range(61):
if n <= 5 or n in (40, 45, 50, 53, 54, 55, 60):
print(f"step {n:2d}: computer {x:.6f} truth {float(t):.6f}")
x, t = doubling(x), exact_doubling(t)

Listing 16.2: Odwzorowanie podwajajace od jednej dziesigtej: w komputerze i na
doktadnych utamkach

step ©: computer 0.100000 truth 0.100000
step 1: computer 0.200000 truth 0.200000
step 2: computer 0.400000 truth 0.400000
step 3: computer 0.800000 truth 0.800000
step 4: computer 0.600000 truth 0.600000
step 5: computer 0.200000 truth 0.200000
step 40: computer 0.600006 truth 0.600000
step 45: computer 0.200195 truth 0.200000
step 50: computer 0.406250 truth 0.400000
step 53: computer 0.250000 truth 0.200000
step 54: computer 0.500000 truth 0.400000
step 55: computer 0.000000 truth 0.800000
step 60: computer 0.000000 truth 0.600000

Przez czterdzie$ci krokéw obie orbity zgadzaja si¢ do szeSciu miejsc po przecinku; potem
komputer odplywa 1 ginie. Obliczona orbita moze si¢ myli¢ w catym swoim charakterze:
petla zamienifa si¢ w upadek do zera.

Najdziwniejsze jest to, ze arytmetyka komputera nie popelnita zadnego btedu. Podwo-
jenie liczby podwdjnej precyzji i odjecie 1 nigdy nie wymagaja zaokraglenia, a skrypt
pomiarowy rozdzialu sprawdza krok po kroku, ze orbita komputera jest doktadnie praw-
dziwa orbitg liczby, ktora zapamictat. Btedny jest start. Liczba, ktora da si¢ zapamigtac,
ma skoniczenie wiele cyfr dwdjkowych, wigc kazdy taki start zostaje pochtoniety przez O,
a prawie kazdy prawdziwy start ma nieskonczenie wiele cyfr i nie zostaje pochloniety
nigdy. Z kazdego z 996 startow 9—57, % 1 tak dalej orbita komputera zgine¢ta po liczbie
krokéw od 45 do 62, najczesciej po 53.

Laboratorium 16.1 - Kiedy ginie odwzorowanie podwajajace?

Napisz odwzorowanie podwajajace, funkcje, ktora liczy kroki, az orbita bedzie
doktadnie 0, 1 funkcje, ktéra przewiduje te liczbe bez uruchamiania czegokolwiek,
na podstawie x.as_integer_ratio(), ktére podaje zapami¢tang liczbe jako liczbe
catkowitg przez potege dwdjki. Test sprawdza, ze obie zawsze si¢ zgadzajg.

Plik startowy: code/labs/ch16/116_01_collapse.py
Test: code/labs/ch16/test_116_01_collapse.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 116_01_collapse
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Rysunek 16.1: Odwzorowanie podwajajace od jednej dziesiatej. Prawda (puste kotka)
krazy w petli bez konica; komputer (kropki) zgadza si€ z nig przez mniej wigcej czterdziesci

krokéw, odptywa, a w kroku 55 spada do 0 na dobre.

16.3 Jedna regula, dwa programy

Odwzorowanie podwajajace nigdy nie zaokragla. Odwzorowanie logistyczne z rozdziatu 5
jest bardziej typowe: zaokragla prawie kazdy krok. Oto ono przy r = 4, zapisane na dwa

sposoby.
code/ch16/two_formulas.py

def rule_a(x: float) -> float:
return 4.0 * x * (1.0 - x)

def rule_b(x: float) -> float:

return 4.0 x x - 4.0 * x * X # the same, multiplied out

Listing 16.3: Odwzorowanie logistyczne przy r = 4 zapisane na dwa sposoby

Wymnéz nawias w pierwszym, a dostaniesz drugie: 4x(1 — x) = 4x — 4x>. Na papierze to

jedna regufa.

Zatrzymayj sie i pomysl 16.5

dziesiat krokéw. Czy oba programy wydrukujg te same liczby?

Uruchom oba od 0,1 na tym samym komputerze 1 pozw6l im dziata¢ przez siedem-

Odpowiedz, zanim péjdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. R6znig si¢ na ostatniej cyfrze dwdjkowej od kroku 1, a

w kroku 53 dzieli je juz wiecej niz 0, 1.

Pierwszy wzor zaokragla 1 — x, a potem iloczyn; drugi zaokragla 4x2, a potem réznice.
Kazdy btad to mniej wiecej jedna czesé na 10'%, a odwzorowanie podwaja go w kazdym
kroku. Prawa kolumna ponizej to prawda: orbita doktadnie jednej dziesiatej, liczona ze
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stu cyframi znaczacymi.

step 4x(1-x) 4x-4xx truth
0 0.100000 0.100000 ©.100000
10 ©.147837 ©.147837 0.147837
20 0.820014 0.820014 0.820014
30 0.320342 0.320342  0.320342
40  0.097905 ©.097917  0.097917
45 0.473588 0.474255 0.474241
50 ©.560037 ©.538755 ©.539206
55 0.879163 0.895376  0.904061
60 0.872399 0.806533 0.368811
70 0.039478 ©.972805 ©.554893

Ktéry wzér ma racje? Oba, przez czterdzieSci krokéw. W kroku 53 pierwszy odszedt od
prawdy, a w kroku 58 takze drugi. Zaden wz6r nie jest btedny; kazdy jest poprawny przez
mniej wiecej piecdziesigt krokow, a potem podaza juz za inng orbitg.

Putapka

,»Program deterministyczny zawsze daje ten sam wynik.”” Uruchom ten sam
program na tej samej maszynie, a da, co do ostatniej cyfry. Ale zmien komputer,
kompilator, biblioteke matematyczng albo kolejno$¢ dodawania diugiej sumy, a
zmienisz to, ktére zaokraglenia zachodzg — doktadnie tak jak dwa wzory powyzej.
Kompilatory mogg dla szybkoSci przestawia¢ dziatania albo taczy¢ mnozenie i
dodawanie w jeden krok z jednym zaokragleniem. W wigkszoSci programéw réznica
zostaje na ostatniej cyfrze. W chaotycznym dociera do pierwsze;.

Piecdziesiat to nie przypadek i da si¢ je przewidzie€.

Zatrzymayj si¢ i pomysl 16.6

Przy r = 4 blad mniej wigcej podwaja si¢ w kazdym kroku, co zmierzyt rozdziat 6.
Blad zaokraglenia liczby podwéjnej precyzji to okoto 10716, a dziesie¢ podwojer
mnozy blad mniej wiecej przez tysiac. Po mniej wiecej ilu krokach btad 1016 urosnie
do 0,17

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Po okoto pieédziesieciu. Od 107'® do 107! to pigtnascie
czynnikéw dziesie¢, a kazde trzy czynniki dziesi¢¢ to mniej wiecej
dziesie¢ podwojen. Horyzont z rozdziatu 7, z bledem zaokraglenia jako
btedem startu, daje 50.

Jednym zdaniem: przy r = 4 odwzorowanie zuzywa jedng cyfre dwdjkowa doktadnosci
na krok, wiec 53 cyfry liczby podwdéjnej precyzji starczaja na mniej wigcej piecdziesiat
krokéw. Pojedyncza precyzja, ktérej uzywaja karty graficzne i wiele programéw uczenia
maszynowego, bo zajmuje potowe pamieci, zachowuje 24 cyfry dwdjkowe, czyli okoto 7
dziesi¢tnych; ta sama arytmetyka przewiduje 21 krokéw, a wytrzymuje ona 23.
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Rysunek 16.2: Odleglos¢ od prawdziwej orbity jednej dziesiatej, w skali logarytmicznej,
dla odwzorowania logistycznego przy r = 4. Btad kazdego przebiegu podwaja si¢ co krok,
wzdtuz kropkowanej linii, az wypetni caly przedzial: po mniej wigcej dwudziestu krokach
w pojedynczej precyzji, pigédziesigciu w podwdjnej.

Laboratorium 16.2 — Pojedyncza przeciw podwdjnej

Zaokraglij liczbe do pojedynczej precyzji, pakujac ja do czterech bajtéw 1 odczytujac
z powrotem (plik startowy pokazuje, jak). Napisz odwzorowanie logistyczne przy
r = 4 z kazdym dziataniem zaokraglanym w ten sposéb, uruchom je obok wersji
podwdjnej precyzji i znajdz pierwszy krok, w ktérym réznig si¢ o wiecej niz 0,1.
Plik startowy: code/labs/ch16/116_02_single.py

Test: code/labs/ch16/test_116_02_single.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 116_02_single

Gdzie to spotkasz

Uczenie maszynowe spotyka to codziennie. Sie¢ neuronowa trenuje si¢, dodajac
miliony matych liczb na karcie graficznej, ktorej rownoleglte watki moga za kazdym
razem koriczy¢ w innej kolejnoSci, wiec suma zaokragla si¢ inaczej przy kazdym
przebiegu. Dwa przebiegi tego samego programu z tym samym ziarnem losowym
moga dac siect, ktorych wagi roznia si¢ wszedzie —1 ktore zwykle wypadaja w testach
mniej wiecej tak samo. Dokumentacja PyTorcha, szeroko uzywane;j biblioteki, mowi
wprost, ze w pelni powtarzalne wyniki nie sg gwarantowane mi¢dzy platformami
1 wersjami, 1 oferuje przetacznik wymuszajacy stalg kolejnos¢ dziatan, kosztem
szybkosci.

16.4 Dlaczego wi¢cej cyfr ci¢ nie uratuje

Oczywiste lekarstwo to przesta¢ zaokragla¢. Modut fractions Pythona przechowuje kazda

liczbe jako dokladny ulamek. Jedna dziesigta zostaje jedng dziesigta, a 4x(1 — x) daje z

niej %, potem %, bez zadnego bledu.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 16.7

Od 5= do 212 mianownik zmienil si¢ z 25 na 625 = 25 x 25. Jesli jest podnoszony do

kwadratu w kazdym kroku, co dzieje si¢ z liczba jego cyfr?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. W kazdym kroku mniej wiecej sie¢ podwaja: podniesienie
liczby do kwadratu mniej wiecej podwaja liczbe jej cyfr.

code/ch16/more_digits.py

35 x = Fraction(1, 10)

36 for n in range(13):

37 ifn%2==20:

38 print(f"step {n:2d}: {len(str(x.denominator)):5d} digits")
39 X =4 xx*x (1 -x)

Listing 16.4: Doktadne utamki: mianownik podnoszony do kwadratu w kazdym kroku

step 0: 2 digits
step 2: 3 digits
step 4: 12 digits
step 6: 45 digits

step 8: 179 digits

step 10: 716 digits

step 12: 2863 digits
16 digits kept: right for 54 steps
32 digits kept: right for 108 steps
64 digits kept: right for 217 steps
128 digits kept: right for 430 steps

Po dziesieciu krokach mianownik ma 716 cyfr. Po pigcdziesieciu mialby ich okoto
7,9 x 10'%, a samo jego zapisanie zajetoby jakie$ 327 terabajtéw. Arytmetyka doktadna
liczy kazdy krok bez bledu i nie moze skoniczy¢. Ostatnie cztery wiersze probujg
lekarstwa praktycznego: trzymac stalg, ale wieksza liczbe cyfr, modutem decimal Pythona,
i poréwnaé z przebiegiem liczonym z tysigcem cyfr. Szesnascie cyfr wystarcza na 54
kroki, jak w liczbie podwdjnej precyzji; dwa razy wiecej cyfr wystarcza na dwa razy
dtuzej. Kazda cyfra dziesietna kupuje mniej wiecej 3,3 kroku, bo jest warta mniej wiecej
3,3 cyfry dwdjkowe;.

Putapka

,»Wiecej miejsc po przecinku czyni symulacje dokladng.” Czyni ja poprawng
dtuzej, o statg liczbe krokéw na cyfre, nigdy na zawsze. Zeby Sledzi¢ chaotyczng
orbite przez tysiac krokéw, trzeba nieS¢ okolo trzystu cyfr dziesi¢tnych i zna¢ start
réwnie doktadnie, czego nie da zaden pomiar. To okrutna arytmetyka z rozdziatu 7 od
strony komputera: precyzja kupuje horyzont dtuzszy o stata, a nie proporcjonalnie.
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16.5 Z}a droga, dobry obraz

Kazde dlugie chaotyczne obliczenie w tej ksigzce podazalo wiec za ztg orbita. Czy
narysowato zty obraz? Sposob, by sie przekonac, opiera si¢ na jednej obserwacji.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 16.8

Odwzorowanie logistyczne uruchomione do przodu podwaja maty btagd w kazdym
kroku, przeci¢tnie. Co robi z malym btedem uruchomienie go wstecz, od kazdej
wartos$ci do poprzedniej?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Przecietnie go potowi. Co krok do przodu rozciaga, to krok
wstecz Sciska.

Zacznij wiec od korica obliczonej orbity i idZ wstecz. Do kazdej wartoSci prowadza w
jednym kroku dwie liczby, jedna ponize;j % 1 jedna powyzej; bierz te po tej samej stronie
co warto$¢ obliczona. Marsz wstecz zmniejsza btedy, wigc trzyma si¢ blisko obliczonej
orbity az do startu, a to, co znajduje, liczone z czterystoma cyframi, jest prawdziwg orbitg
reguly.

code/ch16/shadow. py

def shadow(xs: list[float], digits: int = 400) -> list[Decimal]:
"""A true orbit that stays near the computed orbit xs, found backwards.

Two numbers lead to y in one step: 1/2 - s/2 and 1/2 + s/2, where s is
the square root of 1 - y. Take the one on the same side of 1/2 as the
computed value, and step back again.
with localcontext() as ctx:
ctx.prec = digits
y = Decimal(xs[-11)
ys = [y]
for x in reversed(xs[:-11):
s = -y).sart()
y = HALF - s / 2 if x < 0.5 else HALF + s / 2
ys.append(y)
return ys[::-1]

Listing 16.5: Marsz wstecz w poszukiwaniu prawdziwej orbity, za kt6ra podaza obliczona

steps computed with 4x(1-x): 1000
shadow's start minus 1/10: -1.1e-17
farthest its exact orbit strays: 8.6e-15
fraction of a million steps below 0.1:
4x(1-x) ©0.205 4x-4xx 0.205 exact 0.205

Obliczona orbita 0,1 odeszta od prawdy po 53 krokach. Ale start r6znigcy si¢ od jednej
dziesiatej o mniej wiecej 1,1 x 107!7 ma doktadna orbite, ktéra trzyma sie w odleglosci
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8,6 x 10715 od kazdej z 1000 obliczonych warto$ci. Komputer nie podazat za orbita, o
ktdérg go poproszono. Podazat, wiernie, za orbitg startu tak bliskiego, ze zaden pomiar nie
odréznitby ich od siebie. Ta prawdziwa orbita to jego cier.

Czego tu nie dowodzimy

Lemat o cieniowaniu (nazywany tez lematem o Sledzeniu), udowodniony przez
Dmitrija Anosowa i Rufusa Bowena, dotyczy uktadéw, ktére w kazdym punkcie
rozciggajg w niektorych kierunkach i Sciskajg w innych, w tempie, ktére nigdy
nie stabnie (uktadéw jednostajnie hiperbolicznych, takich jak odwzorowanie po-
dwajajace). Mowi, ze jakkolwiek blisko chcesz, by obliczona orbita miata swdj
cien, wystarczajaco maly btad na krok to gwarantuje, na zawsze. Odwzorowanie
logistyczne przy r = 4 nie catkiem jest takie: w poblizu x = % jego krzywa jest
ptaska i tam marsz wstecz rozciagga. Dla niego cieniowanie potwierdzono starannymi
obliczeniami na diugich, ale skoiczonych odcinkach, zwlaszcza Hammel, Yorke i
Grebogi w 1987 roku. Ta ksiazka nie dowodzi ani jednego, ani drugiego; dowody sa
w podrecznikach uktadéw dynamicznych dla zaawansowanych.

Teraz zaptata. Cien jest prawdziwg orbitg, wiec spedza czas tak, jak prawdziwe orbity.
Mierza to ostatnie dwa wiersze wydruku: przez milion krokéw pierwszy wzor spedza
utamek 0,205 czasu ponizej 0,1, drugi 0,205, a doktadna odpowiedz, ze wzoru, ktérego
ta ksigzka nie wyprowadza, to 0,205. Dwa programy, ktérych drogi rozeszty si¢ po
piecdziesieciu krokach, zgadzaja si¢ co do tego, gdzie orbita mieszka. Dlatego utamkom
czasu na skrzydtach z rozdziatu 9 i statystykom klimatu z rozdziatu 14 mozna ufa¢, cho¢
zadnej pojedynczej obliczonej drodze nie mozna.

44 h doktadnie | 0,26 1
[ 4x(1—x) ;" ]
{Lw? I 4x—4xx > 0,24 7 1
o N A
2 31 £ 0.22 4 | ‘"
&0 & S Al —
4 7
: g 00TV
S 2 - < | o/
° Z 018
.E E 0,16
ERE g "
'8 0.14 - doktadnie === 4x—4xx
’ 4x(1-x) pojedyncza
0 T T T T 0,12 =Ty RALL e e ) e e R R e e R R
0,0 0,2 0.4 0,6 0.8 1,0 10! 102 10° 10* 10° 106

X wykonane kroki

Rysunek 16.3: Z lewej: gdzie dwa przebiegi podwdjnej precyzji po milion krokéw
spedzaja czas, wobec doktadnej odpowiedzi. Z prawej: udziat krokéw ponizej 0,1 w miare
wydluzania przebiegdéw. Przebiegi podwdjnej precyzji ustalajg si¢ na wartosci doktadnej;
przebieg pojedynczej precyzji, uwieziony w petli, na btedne;.
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OBLICZONA ORBITA JEJ CIEN STATYSTYKI
zaokraglana co krok orbita z bliskiego startu takie jak prawdziwe

Rysunek 16.4: Obliczona orbita trzyma si¢ blisko prawdziwej orbity z pobliskiego startu,
a statystyki tamtej orbity to te, ktére pokazuje obraz.

16.6 Maszyny, ktore musza si¢ powtarzac

Najprostsza réznica ze wszystkich: migdzy 0 a 1 jest 1065353217 liczb pojedynczej
precyzji 14607 182418 800017 409 liczb podwdjnej precyzji: ogromnie duzo, ale skon-
czenie wiele. Obliczona orbita musi wiec predzej czy pdzniej trafi¢ na wartoS¢, ktora juz
spotkata, a poniewaz reguta za kazdym razem daje t¢ sama nastepng wartos¢, od tej chwili
krazy po tej samej petli bez korica.

W pojedynczej precyzji petle sa dos¢ krétkie, by je znalezé. Od 0,1 odwzorowanie
logistyczne przy r = 4 btadzi przez 1744 kroki, a potem krazy bez korica po petli 4344
wartoSci; 199 réznych startow konczy w zaledwie 5 réznych petlach. Petla psuje tez
statystyki: przebieg pojedynczej precyzji spedza utamek 0,221 czasu ponizej 0,1, a nie
0,205, co pokazuje rysunek 16.3. Liczby podwdjnej precyzji tez maja petle, ale o wiele za
dtugie, by do nich dojs¢, i to jest praktyczny powdd, by chaos liczy¢ w podwdjnej precyzji.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 16.9

Odwzorowanie logistyczne przy r = 4 nigdy si¢ nie powtarza, pokrywa caly przedzial
od 0 do 1 i na pierwszy rzut oka wyglada losowo. Czy byloby dobrym generatorem
liczb losowych?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie, z trzech powodow, ktdre ten rozdzial zmierzyl. Jego
warto$ci gromadza si¢ przy 01 1: mniej wiecej jedng piatg czasu spedza
ponizej 0,1, a nie jedng dziesiatg. Kazda warto$¢ jest wyznaczona przez

poprzednia. A w komputerze wpada w petle.

Putapka

,»Chaotyczne odwzorowanie to dobry generator liczb losowych.” Chaos czyni
przyszto$¢ nieprzewidywalng dla kogos, kto nie zna doktadnie startu, a to cz¢$¢ tego,
czego potrzebuje losowos¢, nie cato$¢. Dobry generator musi tez rozktada¢ wartoSci
roOwnomiernie, nie pokazywa¢ wzoru miedzy kolejnymi wartoSciami 1 powtarzac si¢
dopiero po petli, ktorej nikt nigdy nie zdota obejs¢. Te whasnosci projektuje sie za
pomocy teorii liczb i sprawdza testami statystycznymi; chaos nie daje ich za darmo.

Generator liczb losowych to deterministyczna regufa na skoficzonym zbiorze wartosci,
zbudowana tak, by miata jedng ogromng petle. Najprostszy rodzaj, liniowy generator
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kongruencyjny, to jeden wiersz: pomnoz przez a, dodaj ¢ 1 zachowaj reszte z dzielenia
przezm.Dlaa =5,c =3 1m = 16, od 0 dostajesz 3, potem 5 X 3 + 3 = 18, czyli reszte 2,
potem 13,4,7,6, 1,8, 11, 10, 5, 12, 15, 14, 9 i znowu 0: wszystkie szesnascie mozliwych
wartoSci przed pierwszym powtorzeniem. Odwzorowanie podwajajace jest generatorem
tego rodzajuz a = 21 ¢ = 0, ana k cyfrach dwdjkowych ginie w k krokach — to upadek z
podrozdziatu 16.2 w nowym przebraniu. Wtasny generator Pythona, Mersenne Twister
Makoto Matsumoto i Takujiego Nishimury (1998), ma petle dtugosci 2!°°37 — 1. Poniewaz
jest deterministyczny, ta sama wartoS$¢ poczatkowa, ziarno, daje za kazdym razem te same
,losowe” liczby i tak wlasnie losowy eksperyment staje si¢ powtarzalny.

Laboratorium 16.3 — Kazda orbita konczy si¢ petla

Napisz liniowy generator kongruencyjny i funkcje, ktora dla dowolnej reguty 1 startu
znajduje, po ilu krokach orbita wchodzi w petle 1 jak dluga jest ta petla. Wyprdbuj ja
na generatorze powyzej, a potem sam znajdz petle odwzorowania logistycznego w
pojedynczej precyzji.

Plik startowy: code/labs/ch16/116_03_loops.py
Test: code/labs/ch16/test_116_03_loops.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 116_03_loops

Praktyczna lekcja mieSci si¢ w jednym zdaniu: nigdy nie ufaj pojedynczemu dlugiemu
przebiegowi chaotycznego obliczenia. Uruchom je jeszcze raz z przestawionym wzorem,
z wigksza 1 mniejszg precyzja, z mniejszym krokiem, i wierz temu, co przetrwa. Droga
dalej niz pigecdziesiat krokow nie przetrwa. Statystyki przetrwaja.

Podsumowanie

 Liczba podwdjnej precyzji zachowuje 53 cyfry dwéjkowe znaczace. Wigk-
szo$¢ utamkéw dziesietnych, w tym 0,1, zapisuje si¢ niedoktadnie, a kazda
suma 1 iloczyn s3 zaokraglane.

* Odwzorowanie podwajajace odczytuje swoj start po jednej cyfrze dwdjkowej,
wiec w komputerze kazda orbita ginie w 0; prawdziwa orbita jednej dziesiate]
krazy w petli bez konca.

* Dwa programy dla jednej reguly zaokraglaja inaczej i si¢ rozchodzg. Przy r = 4
odwzorowanie logistyczne zuzywa jedng cyfre dwojkowa na krok: mniej
wiecej piecdziesiat krokow w podwdjnej precyzji, dwadziescia w pojedynczej.

* Arytmetyka dokladna podwaja liczbe cyfr w kazdym kroku i nie moze
skoniczy¢; wigcej cyfr kupuje statg liczbe krokéw na cyfre.

* Obliczona orbita ma cien, prawdziwa orbite z pobliskiego startu, wigc jej
statystyki sa poprawne, cho¢ droga jest biedna.

 Skorficzona maszyna sprawia, ze kazda orbita koriczy sie¢ petla; generator liczb
losowych to reguta zbudowana tak, by ta petla byta ogromna.
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Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wro¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.

powiedzie¢, co zapamigtuje komputer, gdy wpisujesz liczbg, i dlaczego 1] |2[ |3[ |4[ |5 |
0,1 + 0,2 nie daje 0,3

przewidzie¢ krok, w ktérym odwzorowanie podwajajace ginie w ]2 ]3] J4[ 15[ ]
komputerze

oszacowac, przez ile krokow chaotyczne obliczenie pozostaje poprawne, 1] [2[ [3[ [4[ |5] |
na podstawie liczby cyfr dwéjkowych, ktére zachowuje

powiedzied, ktérym wynikom chaotycznej symulacji mozesz ufaé, i LJ2[ ]3]0 14 15[ ]
dlaczego
opisaé generator liczb losowych jako regule deterministyczng i ]2 )30 14 ]5] ]

powiedzie¢, dlaczego musi si¢ powtarzaé

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyt, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1. Dlaczego w komputerze 0,1 + 0,2 nie réwna si¢ 0,3?

2. Komputer zapamietuje 0,3 jako liczbe catkowita przez 2°4. Kiedy jej orbita w
odwzorowaniu podwajajagcym dochodzi do 0 i co robi prawdziwa orbita %?

3. Pojedyncza precyzja zachowuje 24 cyfry dwéjkowe. Przez mniej wigcej ile krokéw
odwzorowania logistycznego przy r = 4 jest dobra?

4. Liczony doktadnie od % mianownik ma po dziesi¢ciu krokach 716 cyfr. Mniej
wiecej ile po dwudziestu?

5. Po milionie krokéw chaotycznej symulacji czemu mozesz ufaé: ostatniej wartos$ci
czy utamkowi czasu spedzonego ponizej 0,1?

6. Dlaczego kazda orbita liczona na maszynie musi si¢ w koficu powt6rzyc?



Czeéé V

Zycie z chaosem
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ROZDZIAL 17

Okielznaé chaos: sterowanie i
synchronizacja

Postaw miott¢ pionowo na dloni. Zostawiona sama sobie przewraca si¢: pion to pofozenie,
ktérego nie potrafi utrzymac. A jednak mozesz ja tak trzymac, jak dlugo starczy ci
cierpliwoSci, ruchami dtoni tak drobnymi, ze ktos, kto patrzy, mogtby ich nie zauwazyc.
Nie pokonujesz miotly sifa. Patrzysz, w ktdra strone zaczyna si¢ przechylad, i robisz mata
poprawke, raz za razem.

Czes¢ 11 tej ksigzki pokazata, ze uktad chaotyczny zamienia malerikg réznice w duza,
i zmierzyla, jak szybko. Ten rozdziat odwraca to zdanie. Skoro malerkie zaburzenie
moze bardzo zmieni¢ przysztos$¢ uktadu chaotycznego, to czy malenkie, dobrze dobrane
zaburzenie moze ja zmieni€ tak, jak chcesz? A skoro dwa ukfady chaotyczne zostawione
same sobie zawsze si¢ rozchodza, to czy da si¢ sprawié, zeby si¢ zgadzaty?

Czego si¢ nauczysz
Po przerobieniu tego rozdziatu bedziesz umiec:
* znalez¢ punkt staly odwzorowania logistycznego, ktorego reguta nie potrafi
utrzymac, 1 policzy¢, jak czesto chaotyczna orbita zbliza si¢ do niego
* obliczy¢ malg zmiang parametru, ktéra znosi chybienie, jakie zrobitby jeden krok
* uruchomi¢ sterownik matych pchni¢¢ na chaotycznym odwzorowaniu i zmierzy¢,
jak dlugo czeka i jak duze sg jego pchnigcia
* napedzac kopie uktadu Lorenza jedng liczba z oryginatu i zmierzyc, jak z uptywem
czasu zmienia si¢ odlegto$¢ miedzy nimi

» powiedzie¢, gdzie wykazano, ze sterowanie chaosem i synchronizacja dzialaja, i
Czym one nie sa

17.1 Punkt, ktorego orbita nie utrzyma

Wez odwzorowanie logistyczne z rozdziatu 5, regule, ktéra zamienia x na r x(1 — x), przy
r = 3,9, gdzie orbita nigdy si¢ nie ustala 1 nigdy si¢ nie powtarza. Regufa wcigz ma punkt
staly: wartos¢ 1 — 1/r, ktéra reguta zostawia doktadnie tam, gdzie jest. Przy r = 3,9 to
mniej wiecej 0,744. Rozdziat 5 powiedzial tez, dlaczego orbita tam nie zostaje. W poblizu
punktu statego jeden krok mnozy mate chybienie przez nachylenie reguty w tym punkcie —
czynnik rozciggania z rozdziatu 3 — a tutaj nachylenie wynosi —1,9. Chybienie o jedng
tysieczng staje si¢ prawie dwiema tysiecznymi po drugiej stronie, potem prawie czterema,
potem prawie siedmioma. Punkt staly to miotla postawiona na sztorc.
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code/ch17/hidden.py

R = 3.9

rule = logistic(R)

POINT = 1.0 - 1.0 / R # where the rule leaves x unchanged
STRETCH = logistic_slope(R) (POINT) # one step multiplies a miss by this

Listing 17.1: Punkt staly i to, co jeden krok robi tam z chybieniem

Wiersz zaczynajacy si¢ od STRETCH prosi biblioteke ksigzki o nachylenie reguly w punkcie
statym: o to, ile razy jeden krok mnozy tam mate chybienie.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 17.1

Orbita przy r = 3,9 jest chaotyczna, a punkt staly odpycha wszystko, co si¢ do niego
zblizy. Czy orbita, gdy juz odejdzie, wraca kiedykolwiek na odlegto$¢ mniejsza niz
jedna setna od 0,744: nigdy, kilka razy, czy raz za razem?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Raz za razem. W ciggu 10 000 krokéw od x = 0,2 jest w
odlegtoSci mniejszej niz jedna setna od punktu statego w 112 krokach,
po raz pierwszy w kroku 25.

Chaotyczna orbita wedruje po calym swoim zakresie 1 nie pomija zadnej jego czesSci:
rozdzial 9 pokazal, ze to, jak czesto uktad chaotyczny odwiedza kazdy obszar, jest jedng z
rzeczy, ktore da si¢ o nim przewidzie¢. Funkcja visits z listingu liczy kroki, ktére 1aduja
blisko:

fixed point 0.7436
one step later ©.7436
slope there -1.90

steps within 0.01 of it, out of 10000: 112
the first ten: [25, 175, 176, 177, 285, 546, 547, 548, 549, 703]

Zobacz, jak przychodza te wizyty: seriami sasiednich krokow. Gdy orbita dotrze blisko,
nachylenie —1,9 wyrzuca ja tylko stopniowo, prawie podwajajac chybienie 1 zmieniajac
jego stron¢ w kazdym kroku, wigc orbita zostaje kilka krokéw, zanim zostanie odrzucona.

Punkt staty to tylko najprostsza z rzeczy, ktérych reguta nie potrafi utrzymacd. Sg
cykle dwoch wartosci, trzech i wielu innych dlugosci, kazdy z nich niestabilny, a
chaotyczna orbita przechodzi kolejno w poblizu kazdego z nich. Atraktor chaotyczny nie
jest bezksztaltng mgta. To platanina niestabilnych cykli, a orbita bez konca przeskakuje z
okolicy jednego do okolicy nastepnego.

17.2 Pchniecie we wlasciwej chwili

W 1990 roku Edward Ott, Celso Grebogi i James Yorke opublikowali artykut zatytutowany
,Controlling chaos” (,,Sterowanie chaosem”), z pomystem réwnie przyziemnym jak miotta.
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Nie walcz z chaosem. Poczekaj, az orbita przejdzie blisko niestabilnej orbity, ktdrej
potrzebujesz, a potem dawaj uktadowi mate pchnigcia, kazde tylko tak duze, jak trzeba, by
znie$¢ chybienie, ktdre zrobilby nastepny krok. Pchnigcia trafiaty w parametr: ustawienie

uktadu, ktére wolno ci troch¢ zmieniaé. W odwzorowaniu logistycznym tym ustawieniem
jestr.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 17.2

Zatdzmy, ze mozesz zmieniac r w kazdym kroku, ale nigdy o wiecej niz jeden procent:
na dowolng warto$¢ miedzy 3,861 a 3,939. Pozostawione przy 3,9 odwzorowanie

jest chaotyczne, a jeden procent to prawie zadna zmiana. Czy tak mate pchnigcia
mogg utrzymac orbite w 0,744?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Tak. W przebiegu z nastgpnego podrozdziatu sterownik,
ktorego pchnigcia nigdy nie przekraczajg jednego procenta, zostaje
wiaczony w kroku 100, tapie orbite w kroku 175 1 trzyma ja w punkcie
statym tak dlugo, jak trwa przebieg. Najwicksze pchniecie, jakie
kiedykolwiek robi, wynosi 0,70 procent wartosci r.

Putapka

»Chaosem nie da si¢ sterowa¢.” Chaos zabrania przewidywania na daleka mete:
rozdzial 7 zmierzyl, jak maly btad rosnie, az prognoza traci wartos$¢. Sterownik nigdy
nie patrzy daleko naprzdd. Patrzy o jeden krok naprzdd, a na jeden krok reguta
chaotyczna jest tak przewidywalna jak filizanka herbaty: chybienie mnozy si¢ przez
—1,9, a nie przez milion. Chaos odbiera ci daleki widok, ale zostawia bliski, a do
sterowania potrzeba tylko bliskiego. Chaos wykonuje nawet potowe pracy, bo to on
w ogdle doprowadza orbit¢ w poblize celu.

Jak duze musi by¢ kazde pchnigcie? Rozstrzygaja o tym dwa fakty. Pierwszy juz znasz:
jeden krok mnozy chybienie przez —1,9. Drugi to dziatanie pokretta. Reguta to r razy
x(1 — x), wiec podniesienie r 0 malg warto$¢ ¢ na jeden krok podnosi nastepng warto$¢ o
c razy x(1 — x). W poblizu punktu statego x(1 — x) wynosi mniej wiecej 0,19; nazwij to
diwignigq.

Zatrzymaj sie i pomysl 17.3

Orbita jest 0 0,001 powyzej punktu statego. Zostawiona sama sobie, w nast¢pnym
kroku znajdzie si¢ 1,9 0,001 = 0,0019 ponizej. Podniesienie r o ¢ podnosi nast¢pna
warto$¢ mniej wiecej o 0,19 razy c. Jakie ¢ znosi chybienie?

Odpowiedz, zanim péjdziesz dalej.
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Odpowiedz. ¢ = 0,0019/0,19, czyli mniej wigcej 0,01: podnies r z 3,9
do 3,91 na ten jeden krok, o mniej wiecej ¢wier¢ procenta.

Ogolnie zmiana to chybienie razy nachylenie, podzielone przez dZwigni¢, ze zmienionym
znakiem: mniej wiecej 9,97 razy chybienie. To caty sterownik.

code/ch17/control.py

RO = 3.9

TARGET = 1.0 - 1.0 / RO # the fixed point, unstable at RO
STRETCH = logistic_slope(RQ)(TARGET) # one step multiplies a miss by this
LEVER = TARGET * (1.0 - TARGET) # next x moves this much per unit of r

def nudge(x: float, largest: float) -> float:
"""The change to r, for this step only, that cancels the coming miss.

Zero if the change needed is bigger than ~largest™: then wait.

nnn

change = -STRETCH * (x - TARGET) / LEVER
return change if abs(change) <= largest else 0.0

Listing 17.2: Sterownik: znie$§ nadchodzace chybienie albo czekaj

nudge to regula, a jej ostatni wiersz to cierpliwo$¢. Jesli potrzebna zmiana jest wicksza
niz largest, funkcja zwraca zero i odwzorowanie dziata dalej nietkni¢te. Gdy largest
wynosi jeden procent r, sterownik moze dziata¢ tylko wtedy, gdy orbita jest w odleglosci
mniejszej niz 0,0039 od punktu statego, 1 musi czekad, az chaos jg tam doprowadzi.

ZL.AP

gdy x przejdzie blisko
CZEKAJ TRZYMAJ

niech chaos dziata co krok lekko pchnij r
N-

"""""""""" wytracony? czekaj znowu -

Rysunek 17.1: Trzy nastroje sterownika. Czeka, dopoki orbita jest poza zasiegiem, tapie
ja, gdy chaos przyprowadzi ja blisko, i trzyma jg pchnigciami; wytracony, czeka znowu.

17.3 Drobne, a nie sita

Teraz uruchom sterownik. Ponizszy listing zostawia odwzorowanie w spokoju przez 100
krokéw od x = 0,2, potem wlacza sterownik z pchni¢ciami najwyzej o jeden procent i od
czasu do czasu wypisuje stan.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 17.4
Gdy orbita zostanie ztapana, jak duze musza by¢ pchnigcia, zeby ja tam utrzymac:
tak duze jak pierwsze, wigksze, bo chaos wciaz si¢ odpycha, czy mniejsze?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Mniejsze, a potem prawie zadne. W ciggu 3 krokéw od
ztapania kazde pchnigcie jest mniejsze niz miliardowa czg¢$¢ r, a
wszystkie pchnigcia przebiegu razem dajg 0,028.

Putapka

»Sterowac ukladem to go przemdc.” Sterownik nie dostarcza zadnego ruchu. Punkt
staly 1 wizyty orbity w jego poblizu naleza do odwzorowania; sterownik tylko
znosi mate chybienia, ktére widzi z wyprzedzeniem, a ztapana orbita nie ma juz
prawie czego znosi¢. Wybierasz, ktére z wlasnych zachowan uktadu zachowaé, a nie
narzucasz mu nowego. Dlatego Ott, Grebogi i Yorke mogli trzymac uktad chaotyczny
na dowolnym z jego wielu niestabilnych cykli 1 przetaczaé go migdzy nimi za pomoca
tych samych matych pchniec.

code/ch17/control.py

largest = 0.01 * RO # never more than one per cent of r
x, biggest = 0.2, 0.0
print("step x change to r")

for n in range(301):
change = nudge(x, largest) if n >= 100 else 0.0
if n % 50 == @ or abs(change) > 1e-9:
print(f"{n:4d} {x:.10f} {change:+.2e}")
biggest = max(biggest, abs(change))
x = step(x, change)
print(f"largest change: {100 * biggest / RQ:.2f} per cent of r")

Listing 17.3: Chaos przez sto krokéw, potem sterownik

step x change to r
@ ©0.2000000000 +0.00e+00
50 0.3686282977 +0.00e+00
100 0.9258735893 +0.00e+00
150 ©.8891185779 +0.00e+00
175 ©.7408600980 -2.72e-02
176 ©0.7435247144 -6.48e-04
177 ©.7435897066 -3.69e-07
200 0.7435897436 +0.00e+00
250 ©.7435897436 +0.00e+00
300 0.7435897436 +0.00e+00

largest change: 0.70 per cent of r
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Python zapisuje —2,72 x 1072 jako -2.72e-02, czyli —0,0272. Czytaj wydruk z géry na
dot. Przez 100 krokéw orbita wedruje. Sterownik zostaje wigczony i1 przez 75 krokéw nie
robi nic, bo orbita jest poza zasi¢giem. W kroku 175 wchodzi w zasi¢g, dostaje pchniecie
i laduje znacznie blizej; kazde nastgpne pchnigcie jest duzo mniejsze od poprzedniego, a
od kroku 200 wydruk pokazuje dla x wciaz te same dziesiec cyfr.

1,0 3 > >

089 ﬂ l TJ

0,6

i
| T

- — e
%
— e

1

1

1

0,2
0,0 T T T T T T
1 -
§ sterowanie wlaczone
5 07 V
=
g
N
-1 T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
krok

Rysunek 17.2: Odwzorowanie logistyczne przy r = 3,9, zostawione w spokoju na 100
krokéw, a potem sterowane. Linia przerywana to punkt staty. Ponizej zmiana wprowadzana
do r: zero, poza jednym matym spadkiem w chwili ztapania.

Kuszacg alternatywa jest sita: kreci¢ pokrettem, az chaos ustanie. Rozdziat 5 pokazat,
ze punkt staly jest stabilny tylko wtedy, gdy r jest mniejsze niz 3. Ustaw r = 2,9 i juz tak
zostaw: orbita rzeczywiScie si¢ ustali, w punkcie 0,655. To zmiana o 26 procent wartosci
r, wprowadzona na stale, a nie daje ci nawet tego stanu, ktérego chciates: punkt staty
spokojnego odwzorowania, 1 — 1/2,9, lezy gdzie indziej. Wartos¢ 0,744 jest punktem
stalym tylko przy r = 3,9, gdzie jest niestabilna, wigc zadne stale ustawienie pokretla nie
da ci tego stanu. Sterownik utrzymuje go za drobne: wszystkie jego pchni¢cia razem daja
mniej niz jedng trzydziesta zmiany, jaka sita wprowadza w kazdym pojedynczym kroku.

Mate pchnigcia maja swoja cene, a placi si¢ ja czasem. Sterownik moze dziatac
tylko wtedy, gdy orbita jest w zasiegu, a zasi¢g ro$nie proporcjonalnie do najwickszego
pchniecia, na jakie pozwalasz.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 17.5
Pozwalasz na pchnigcia dziesi¢C razy mniejsze: jedng dziesiata procenta wartosci r.
Co si¢ dzieje z czekaniem przed ztapaniem?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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Odpowiedz. Staje si¢ mniej wigcej dziesie€ razy dtuzsze. USrednione po
tysiacu punktow startowych czekanie trwa 31 krokow przy pchnigciach
do dziesieciu procent, 360 przy jednym procencie 1 3828 przy jednej
dziesigtej procenta.

code/ch17/waiting.py

def wait(x: float, largest: float) -> int:
"""Steps from x until the first nudge the controller is allowed."""
n==ao
while nudge(x, largest) == 0.0:
x = step(x, 0.0)

n += 1
return n
Listing 17.4: Ile czasu do pierwszego pchnigcia?
largest nudge average wait longest wait
10.0 per cent 31 199
1.0 per cent 360 2202
0.1 per cent 3828 29737

Zasieg maleje dziesigciokrotnie, wigc orbita ma dziesiec razy wezszy cel do trafienia i
Srednio potrzebuje dziesi¢c razy wiecej czasu, zeby go znaleZé. Dla zadnego pojedynczego
przebiegu nie da si¢ z géry powiedzieé, jak diugo potrwa czekanie — to pierwsza wizyta
chaotycznej orbity — a najdtuzszy z tysiaca przebiegéw przy jednym procencie czekat
2202 krokéw. Srednia, tak jak statystyki z rozdziatu 9, jest stabilna.

Laboratorium 17.1 — Twéj wlasny sterownik

Napisz nudge 1 hold dla odwzorowania logistycznego przy dowolnym r, przy ktérym
punkt staly 1 —1/r stal si¢ niestabilny. W punkcie stalym nachylenie wynosi r (1 —2x),
a dZzwignia x(1 — x). Testy tapig i trzymaja orbit¢ przy r = 3,9 i jeszcze raz przy
r = 3,7 oraz sprawdzaja, ze zadne pchnigcie nie jest wigksze, niz pozwoliles.

Plik startowy: code/labs/ch17/117_01_controller.py

Test: code/labs/ch17/test_117_01_controller.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 117_01_controller

17.4 Dwa uklady chaotyczne, ktore si¢ zgadzaja

W rozdziale 9 trzy réwnania Lorenza uruchomiono dwa razy, ze startow réznigcych si¢ o
wlos, 1 oba przebiegi rozeszly si¢ na dobre. Dwa uktady chaotyczne zostawione same sobie
nigdy nie pozostaja razem. W 1990 roku Louis Pecora i Thomas Carroll zapytali, co si¢
dzieje, gdy jeden z nich nie jest zostawiony sam sobie. Zbuduj kopie uktadu Lorenza, ktéra
ma wlasne y i z, podlegajace tym samym regutom co w oryginale, ale nie ma wlasnego x:
w kazdej chwili dostaje zamiast niego x oryginatu.
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ORYGINAL JEDEN SYGNAL KOPIA

Lorenz, chaotyczny i tylko jego x wiasne y i z, bez x

Rysunek 17.3: Naped 1 odpowiedz. Oryginat dziata swobodnie; jedna z jego trzech liczb
trafia do kopii, ktéra ma tylko dwie pozostate.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 17.6

Niech y i z kopii startujg od zera, w odlegtosci 36,7 od wartosci oryginatu. Oba
uktady sg chaotyczne. Czy y i z kopii oddalg si¢ od wartosci oryginatu, tak jak dwa
przebiegi z rozdziatu 9, czy si¢ zbliza?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Zbliza si€, 1 to szybko. Odlegto$¢ spada ponizej jedne;j
milionowej w chwili 9,8, a w chwili 20,5 obie liczby kopii sa réwne
liczbom oryginatu w kazdej cyfrze, jakg przechowuje komputer.

code/ch17/sync.py

def drive_and_copy(s: tuple[float, ...]) -> tuple[float, ...]:
"""The original (x, y, z) and a copy (y2, z2) handed the original's x.
X, Y, z, y2, z2 = s
return (SIGMA * (y - x),
x * (RHO - z) - vy,

nwnn

X *y - BETA * z,
x * (RHO - z2) - y2, # the copy's rules, fed the SAME x
X * y2 - BETA * z2)

Listing 17.5: Oryginat i kopia, ktéra dostaje jego x

time driven copy copy left alone
0.9 3.67e+01 3.67et01
5.0 3.89%e-03 1.11e+01
10.0 7.29e-07 2.64e+01
15.0 1.01e-10 1.24e+01
20.0 6.22e-15 2.78e+01
25.0 0.00e+00 2.16e+01
30.0 0.00e+00 2.21e+01

Srodkowa kolumna to kopia, ktéra dostaje x. Ostatnia to druga kopia, z tego samego bted-
nego startu, zostawiona sama sobie. Jedyna réznica miedzy nimi to ta jedna przekazywana
liczba, 1 to ona robi cala réznice: kopia zostawiona sama sobie nigdy nie zbliza si¢ do
oryginatu bardziej niz na 5,5, a odlegtos¢ kopii napedzanej maleje mniej wigcej 6 razy w
kazdej jednostce czasu. Gdy juz zgodza si¢ co do ostatniej cyfry, tak zostaje, bo od tej
chwili komputer wykonuje dwa razy te same rachunki.
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Dlaczego to dziata? Kopia nie nalezy do petli, ktéra czyni oryginat chaotycznym. W
uktadzie Lorenza x napedza y i z, a y 1 z napedzajg z powrotem x, i mata réznica krazy po
tej petli i rosnie. Kopia tylko stucha. Gdy kopia dostaje to samo x, jej y i z zapominaja,
skad wystartowaly, tak jak dwa kubki herbaty w jednym pokoju zapominajg o dzielace;j je
roznicy w rozdziale 1.
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Rysunek 17.4: Odlegtos¢ kazdej z kopii od oryginatu w skali logarytmicznej. Kopia, ktéra
dostaje x, zgrywa si¢ z oryginalem wzdtuz linii prostej, szybciej niz w gwarantowanym
tempie; zostawiona sama sobie, pozostaje tak daleko, jak pozwala atraktor.

Putapka

»Dwa uklady chaotyczne nigdy nie mogg si¢ zgadzaé.” Dwa uklady chaotyczne
zostawione same sobie nigdy nie pozostana razem, bo kazdy wzmacnia kazdg roznice,
jaka jest miedzy nimi. Sprze¢zone tak, ze jeden stucha drugiego, moga zgadzac si¢
dokfadnie, razem z caltym swoim chaosem. Zwr6¢ uwage, czym ta zgodno$¢ nie jest:
kopia zgadza si¢ z oryginatem teraz, a nie z jego przysztos$cig. Synchronizacja to nie
przewidywanie.

Czego tu nie dowodzimy

Dlaczego to musi dziatac, cokolwiek robi x. Oznacz przez e, i e, to, jak daleko y i z
kopii sg od wartosci oryginatu. Odejmij reguty kopii od regut oryginatu i policz, jak
szybko zmienia si¢ e} + e7: kazdy wyraz zawierajacy x sig skraca, a to, co zostaje,
—2e} — 2Be? przy B = 8/3, nigdy nie jest dodatnie. Z tej jednej linijki wynika,
ze odlegtos¢ maleje co najmniej e razy, czyli mniej wiecej 2,718 razy, w kazdej
jednostce czasu; zmierzony czynnik 6 jest lepszy od gwarancji. Rozumowanie tego
rodzaju jest w podreczniku Strogatza Nonlinear Dynamics and Chaos. Nie kazdy
wybor przekazywanej liczby dziata, a artykut Pecory i Carrolla podaje test, ktory to
rozstrzyga.
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Laboratorium 17.2 - Ile czasu potrzebuje kopia?

Napisz copy_field, pie¢ szybkosci zmian oryginatu i kopii; error, odlegto$¢ miedzy
y 1 z kopii a wartoSciami oryginatu; oraz sync_time, ktéra prowadzi pie¢ liczb
razem krok po kroku i1 zwraca pierwsza chwile, w ktorej bfad spada ponizej zadane;j
tolerancji. Testy sprawdzaja, ze trzy kolejne rzgdy wielkoSci zajmuja nie wigcej czasu,
niz pozwala powyzsza gwarancja.

Plik startowy: code/labs/ch17/117_02_sync.py

Test: code/labs/ch17/test_117_02_sync.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 117_02_sync

17.5 Co juz z tym zrobiono, a czego nie

Wynik Pecory i Carrolla od razu podsungt pomyst na dochowanie tajemnicy. Dodaj
stabg wiadomos¢ do x oryginatu i wyslij sume. Kazdemu, kto podstuchuje, wydaje sie
to szumem. Odbiornik zbudowany jako pasujaca kopia zgrywa si¢ z chaotyczng czescig
sygnalu, a odjecie tego, co odtworzy, zostawia wiadomos¢. Wkrotce potem zbudowano
uktady elektroniczne, ktdre to robig. P6Zniejsze prace pokazaly, ze wiele takich schematow
moze ztama¢ podstuchujacy, ktéry przeanalizuje sygnal, a chaos nie zastgpit zwyktego
szyfrowania.

Gdzie to spotkasz

W ciagu kilku lat od 1990 roku metoda matych pchnie¢ utrzymata chaotyczne lasery
1 uktady elektroniczne na orbitach, ktérych same by nie utrzymaty. W 1992 roku
Alan Garfinkel 1 wspotpracownicy zastosowali ja w do§wiadczeniu na wyizolowanej
tkance serca krolika, ktérej skurcze staly si¢ nieregularne pod wptywem leku:
bodZce elektryczne, zgrane w czasie wedtug tej samej logiki ,,czekaj, potem pchnij”,
przywrocily regularny rytm. Misje kosmiczne korzystaja z tej samej obosiecznosci
wrazliwosci. W poblizu miejsc, gdzie przyciaganie Stonica, Ziemi i Ksiezyca prawie
si¢ rownowazy, problem trzech cial z rozdziatu 13 jest chaotyczny, a male odpalenie
silnikéw bardzo zmienia tor lotu. Sonda NASA ISEE-3 zostala w ten spos6b
wyprowadzona ze swojego stanowiska miedzy Slorficem a Ziemia, dzigki serii
bliskich przelotéw obok Ksi¢zyca i przy niewielkim zuzyciu paliwa, a w 1985 roku
przeleciata przez warkocz komety.

Ostroznie

Zachowaj proporcje. Sterowanie chaosem wykazano w laboratorium wiele razy. Nie
jest to rutynowe leczenie kliniczne ani standardowa technika przemystowa; to, czy
nieregularno$¢ samego serca w ogole jest chaosem, rozdzial 15 nazywa sprawg
sporng.

Oto co ten rozdziat dodaje do argumentu ksigzki. CzeS$¢ Il zmierzyta wrazliwos$¢ jako
ograniczenie: to przez nig horyzont prognozy jest krétki. Jest ona jednak takze dZwignia.
Spokojny uktad ma jedno zachowanie, a jego zmiana wymaga sity. Uklad chaotyczny jest
peten zachowan, ktérych nie potrafi utrzymac, i kazde z nich mozna wybrac i utrzymac za
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drobne, jesli tylko zechcesz patrzec¢ i czekaé. Chaos to nie tylko granica tego, co mozesz
wiedzie¢. To zaséb. Rozdziat 18 zbiera wszystko, co zmierzyla ta ksigzka, w przewodnik

po zyciu z jednym i drugim.

Podsumowanie

Przy r = 3,9 odwzorowanie logistyczne ma punkt staly, ktérego nie potrafi
utrzymac: jeden krok mnozy chybienie przez nachylenie, —1,9. Chaotyczna
orbita wcigz przechodzi blisko niego i blisko wielu niestabilnych cykli.

Sterownik czeka na bliskie przejscie, a potem zmienia parametr r o tyle, ile
znosi nadchodzace chybienie: chybienie razy nachylenie, podzielone przez
dzwignie, ze zmienionym znakiem. Przewiduje tylko o jeden krok naprzéd, a
na to chaos pozwala.

Gdy orbita zostanie ztapana, pchni¢cia malejg prawie do zera. Sita, czyli duza
i trwala zmiana r, nie daje nawet tego samego stanu. Mniejsze pchnigcia
kosztuja diuzsze czekanie, ktérego Srednia jest stabilna.

Kopia uktadu Lorenza, ktéra dostaje x oryginatu, zgrywa si¢ z nim: to
synchronizacja. Zostawiona sama sobie nigdy tego nie robi. Zgodnos¢ to nie
przewidywanie.

Sterowanie chaosem i synchronizacja to wyniki laboratoryjne — w laserach,
uktadach elektronicznych i tkance serca — oraz narzedzie sterowania lotem

Czy potrafisz?

sond kosmicznych. Wrazliwos$¢ jest zasobem, a nie tylko ograniczeniem.

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmysSlan: wré¢ do podrozdziatu, ktéry tego uczyt, i jeszcze raz

odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.

znaleZ¢ punkt staty odwzorowania logistycznego, ktérego reguta nie ]2 ]3]0 14 15[ ]
potrafi utrzymad, i policzy¢, jak czgsto chaotyczna orbita zbliza si¢ do

niego

obliczy¢ matg zmiang parametru, ktéra znosi chybienie, jakie zrobitby 1] [2[ [3[ [4[ |5] |
jeden krok

uruchomi¢ sterownik matych pchnig¢ na chaotycznym odwzorowaniui 1] ]2[ [3[ [4[ |5 |
zmierzy¢, jak dlugo czeka i jak duze sa jego pchnigcia

napedzac kopi¢ uktadu Lorenza jedna liczbg z oryginatu i zmierzyc¢, jak 1] |2 |3[ [4[ [5[ ]
z uplywem czasu zmienia si¢ odleglo§¢ migdzy nimi

powiedzied, gdzie wykazano, ze sterowanie chaosem i synchronizacja L[ J2[ ]3] 140 15[ ]

dziatajg, i czym one nie sg




17. Okietznaé chaos: sterowanie i synchronizacja 227

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyl, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1.

Dla odwzorowania logistycznego przy r = 3,5: jaki jest punkt staty 1 — 1/r, jakie
jest w nim nachylenie 2 — r i czy orbita moze w nim pozostac?

Przy r = 3,9 orbita jest 0 0,002 ponizej punktu statego. Gdzie umiesci ja jeden krok
bez sterowania i jaka zmiana r znosi chybienie?

Dlaczego sterownik moze kierowaé uktadem chaotycznym, skoro nikt nie potrafi
prognozowaé go daleko naprzéd?

Zmniejszasz o polowe najwieksze dozwolone pchnigcie. Co si¢ dzieje z zasiegiem
sterownika i mniej wigcej ze Srednim czekaniem?

Dlaczego ustawienie na state r = 2,9 nie daje ci stanu 0,744?

W schemacie Pecory i Carrolla co przekazuje si¢ od oryginatu do kopii i czy kopia
przewiduje wtedy przyszios¢ oryginatu?

. Wymieri dwa miejsca, w ktérych wykazano sterowanie chaosem, i powiedz, czym

ono nie jest.



ROZDZIAL 18

Po co ci chaos: przewodnik terenowy po
przewidywaniu

Oto cztery przewidywania, na ktére mozesz trafi¢ w ciagu jednego tygodnia. Tablica
moéwi, ze catkowite za¢mienie Storica nastapi 2 sierpnia 2027 roku. Aplikacja pogodowa
podaje 70 procent szans na deszcz w sobote. Wyciag z funduszu emerytalnego mowi, ile
beda warte twoje oszczednoSci w 2060 roku. A program komputerowy odpowiada na
pytanie o przyszioroczne stopy procentowe bez cienia watpliwosci.

Ktéremu z nich zaufasz i jak daleko? Teraz mozesz na to odpowiedzie¢ liczbami,
ktdére sam policzyles. Ten rozdzial zamienia ksiazke w przewodnik terenowy: pig¢ pytan,
ktore warto zada¢ kazdemu przewidywaniu, kazde z odpowiedzig oparta na pomiarze, a
potem argument, dlaczego kazdy ich potrzebuje.

Czego sie nauczysz
Po przerobieniu tego rozdzialu bedziesz umiec:

* zapytaC o kazde przewidywanie, czy mata zmiana stanu poczatkowego rosnie
* policzy¢ horyzont prognozy i powiedzieé, co daja lepsze dane

* powiedzieé, co da si¢ przewidzie¢ za horyzontem, i czyta¢ szanse

* 0dr6zni¢ chaos od szumu, a matg przyczyne¢ od duzego skutku

* zastosowac siedem pytan przewodnika do prognozy albo modelu

* wyjasnic, liczbami, ktére sam policzysz, dlaczego jedne rzeczy da si¢ przewidzie¢
na stulecia, a inne tylko na dni

18.1 Pytanie pierwsze: czy mala zmiana rosnie?

Zacznij od najczystszej pary z listy: zaCmienia i deszczu. Obie prognozy powstajg tak
samo. Komputer bierze zmierzong terazniejszos¢, stosuje doktadne prawa fizyki 1 idzie
krok po kroku naprzéd w czasie.

Zatrzymaj sie i pomysl 18.1

Tablica za¢mien jest dobra na tysiace lat, a szczegétowa prognoza pogody na mniej

wiecej tydzien. Obie powstaja z doktadnych praw, stosowanych krok po kroku od

zmierzonego stanu poczatkowego. Na czym polega réznica, w jezyku tej ksigzki?
Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

228
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Odpowiedz. Na tym, jak szybko rosnie maly btad stanu poczatkowego.
W ruchach Ziemi 1 Ksi¢zyca rosnie tak wolno, ze przez tysiaclecia
pozostaje maty; w powietrzu rosnie, az staje si¢ tak duzy jak sama

pogoda.

Sprawdza si¢ to testem, ktory rozdzial 6 zamienit w pomiar: uruchom regute dwa razy,
z dwoch standw poczatkowych blizszych sobie, niz potrafitby je rozrézni¢ jakikolwiek
przyrzad, i patrz na réznice. Oto trzy reguly, ktore juz znasz z tej ksigzki, kazda
uruchomiona dwa razy z odlegtosci jednej miliardowe;:

code/ch18/grows.py

print("gap after step: 0 10 20 30 40")
for name, rule, start in RULES:
a, b = start, start + 1e-9 # two starts a billionth apart
gaps = []

for step in range(41):
if step % 10 == 0:
gaps.append(f"{abs(b - a):8.1e}")
a, b = rule(a), rule(b)
print(f"{name:18s}" + " ".join(gaps))

Listing 18.1: Pierwsze pytanie, zadane trzem regutom

gap after step: 0 10 20 30 40

cooling tea 1.0e-09 3.5e-10 1.2e-10 4.2e-11 1.5e-11
logistic, r = 2.8 1.0e-09 9.1e-11 1.0e-11 1.1e-12 1.2e-13
logistic, r = 4 1.0e-09 4.6e-07 5.4e-04 6.1e-01 2.4e-01

Stygnaca herbata zapomina o zaburzeniu: réznica jest co minut¢ mnozona przez 0,9.
Odwzorowanie logistyczne przy r = 2,8 tez zapomina, bo osiada w swoim punkcie
stalym. Przy r = 4 jedna miliardowa roS$nie, az staje si¢ tak duza, jak pozwala samo
odwzorowanie. Jesli r6znica maleje, trajektori¢ da si¢ przewidziec tak dtugo, jak dlugo
regula jest poprawna. Jesli ro$nie, nast¢pne pytanie brzmi: jak szybko?

Pytanie pierwsze ma przed sobg jeszcze jedno: czy w ogdle istnieje doktadna reguta?
Dla planet i dla trzech réwnan Lorenza istnieje. W gospodarce czy w epidemii sama
reguta zmienia si¢, gdy ludzie reagujg na prognoze, a to jest inna trudnos$¢ niz chaos.

18.2 Pytanie drugie: jak daleko jest horyzont?

Rosngcy blad jest zwykle w kazdym kroku mnozony przez mniej wigcej ten sam czynnik,
arozdzial 7 zamienit ten czynnik w jedng liczbe: wyktadnik Lapunowa, zapisywany A
(grecka litera lambda), czyli logarytm naturalny In Sredniego czynnika. Czynnik 2 to
wyktadnik In2, mniej wiecej 0,693. Zat6zmy, ze stan poczatkowy jest btedny o ey, a
prognoza staje si¢ bezuzyteczna, gdy btad przekroczy tolerancje 7. Po n krokach btad to
ep pomnozone n razy przez ten czynnik, wiec siega 7', gdy

In(7'/eo)
n~x—.
A
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Stowami: horyzont to logarytm tego, ile razy za matly jest twgj btad, podzielony przez
wykladnik. Biblioteka ksigzki ma to w jednym wierszu (ex*exponent to tam czynnik,
odtworzony z wyktadnika):

code/src/chaoslab/measure.py

def horizon(exponent: float, error: float, tolerance: float) -> float:
"""Steps (or time) until an error of size “error™ grows to “tolerance-,
if it grows by the factor ex*exponent per step."""
return math.log(tolerance / error) / exponent

Listing 18.2: Wz6r na horyzont w bibliotece ksiazki

Wyprébuj go na odwzorowaniu logistycznym przy r = 4, ktérego wyktadnik ten rozdziat
mierzy jako 0,693 na krok (In2, jak pokazuje rozdziat 7). Przyjmij, ze znasz stan
poczatkowy z dokfadnos$cia do szeSciu miejsc po przecinku, wiec e to jedna milionowa, i
uznaj prognoze za bezuzyteczng, gdy myli si¢ o wiecejnizT = 0,1. Wtedy 7'/eo = 100 000,
an~11,513/0,693 ~ 16,6 kroku.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 18.2

Kupujesz przyrzad tysigc razy doktadniejszy i teraz znasz stan poczatkowy z doktad-
noscig do dziewigciu miejsc po przecinku. Jak dlugo wytrzyma prognoza: tysigc razy
dluzej, mniej wiecej trzy razy dluzej, czy o kilka krokow dtuze;?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. O kilka krokéw diuzej: mniej wiecej o 10,0 wigcej, czyli
razem 26,6. Podzielenie eq przez tysigc dodaje
In 1000/4 = 6,908/0,693 kroku i nic wigce;j.

To odpowiedZ wzoru. Oto odpowiedZ samego odwzorowania, zmierzona na piechote dla
201 r6znych stanéw poczatkowych:

code/ch18/thousandfold. py

def typical_horizon(error: float, tolerance: float = 0.1) -> float:
"""The median, over many starts, of the steps two runs “error™ apart
stay within “tolerance™ of each other."""

return median(steps_until_apart(RULE, x@, error, tolerance)

for x@ in STARTS)

def main() -> None:
six = typical_horizon(1 / 10*%6) # start known to six digits
nine = typical_horizon(1 / 10%x9) # a thousand times better
print(f"start right to 6 digits: {six:.0f} steps")
print(f"start right to 9 digits: {nine:.0f} steps")
print(f"a thousandfold better measurement bought {nine - six:.@f} steps")

Listing 18.3: Tysiac razy lepsze dane, zmierzone
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start right to 6 digits: 17 steps
start right to 9 digits: 27 steps
a thousandfold better measurement bought 10 steps

60 1 —— odwzorowanie Hénona: wzér

B odwzorowanie Hénona: pomiar

50 9 —— odwzorowanie logistyczne: wzor
< odwzorowanie logistyczne: pomiar
& —
s <o 407

<}

] £ 301
g g

20 A

10

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
poprawne miejsca po przecinku w stanie poczatkowym

Rysunek 18.1: Jak daleko siega prognoza w zaleznosci od tego, ile miejsc po przecinku
stanu poczatkowego jest poprawnych. Linie to wzdr, punkty to mediana wielu zmierzonych
par przebiegéw. Kazda dodatkowa cyfra kupuje tych samych kilka krokéw.

Wzér méwit 16,6 1 26,6; odwzorowanie méwi 17127, czyli o 10 wigcej. Kazda dodatkowa
poprawna cyfra kupuje t¢ samg liczbe krokéw, In 10/4 = 2,303/0,693, tutaj mniej wiece;j
3,3. Horyzont ro$nie jak logarytm twojej doktadnosci, wiec lepsze przyrzady i wicksze
komputery moga tylko dodac¢ staly odcinek. Maly kalkulator zestawia obok siebie trzy
uktady z tej ksiazki:

code/ch18/horizon.py

def forecast_length(exponent: float, digits: int,
tolerance: float = 0.1) -> float:
"""How far ahead a forecast stays within “tolerance™, when the start is
right to “digits”™ decimal places and an error is multiplied by
exxexponent every step (or every unit of time)."""
error = 1 / 10*xdigits # six digits: an error of 0.000001
return horizon(exponent, error, tolerance)

Listing 18.4: Kalkulator horyzontu

exponent  horizon with the start right to
3 digits 6 digits 9 digits
logistic map 0.693 6.6 16.6 26.6 steps
Henon map 0.420 11.0 27.4 43.8 steps
Lorenz system 0.909 5.1 12.7 20.3 time units
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Bfedy odwzorowania Hénona rosna wolniej, z wykfadnikiem 0,420 na krok, wi¢c kazda
cyfra kupuje mu 5,5 kroku; uktad Lorenza, przy 0,909 na jednostke¢ czasu, zyskuje 2,5
jednostki czasu na cyfre. Na wykresie w zaleznoSci od liczby poprawnych cyfr kazdy
horyzont jest linig prosta (rysunek 18.1).

Ta sama arytmetyka wyjasnia za¢mienie. Obliczenia Uktadu Stonecznego, ktére
Jacques Laskar przeprowadzit w 1989 roku, przytoczone w rozdziale 13, daly planetom
wewnetrznym wyktadnik okoto jednej pigtej na milion lat: czas Lapunowa, czyli odwrot-
nos$¢ wyktadnika, wynosi mniej wigcej pie¢ milionéw lat. Przyjmij, ze znasz potozenie
Ziemi z doktadnoScig do metra, i uznaj prognoze za bezuzyteczng, gdy btad doréwna
rozmiarom jej orbity, 150 milionom kilometréw. Horyzont to pie¢ milionéw lat razy
In 150000 000 000 =~ 25,7, czyli jakie$§ 130 milionéw lat, a milimetr dodatby tylko okoto
35 milionéw. Uktad Stoneczny jest chaotyczny; w skali tablicy za¢mien jego btedy jeszcze
nie zaczely mie¢ znaczenia.

Laboratorium 18.1 — Kalkulator horyzontu

Napisz forecast_length, ktéra zamienia wyktadnik i liczb¢ poprawnych cyfr w
horyzont; extra_steps, ktéra mowi, co daje doktadniejszy pomiar; oraz digits_needed,
ktdra stosuje wzor w drugg strone. Potem zapytaj, ilu cyfr potrzebowatoby sto krokéw
odwzorowania logistycznego, i poréwnaj to z mniej wigcej szesnastoma cyframi
dziesietnymi, ktére mieszcza zwykte liczby komputera (rozdziat 16).

Plik startowy: code/labs/ch18/118_01_horizon.py
Test: code/labs/ch18/test_118_01_horizon.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 118_01_horizon

18.3 Pytanie trzecie: co przetrwa horyzont?

Za horyzontem trajektoria jest stracona. To nie to samo co brak wszelkiej wiedzy, i wtasnie
te czeS¢ teorii chaosu najczesciej sie przeocza.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 18.3
Czterdziesci krokow naprzdd trajektoria odwzorowania logistycznego jest dawno
stracona. Czy o kroku czterdziestym da si¢ jeszcze co§ przewidzie¢?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Tak: szanse. Szansa, Ze x jest ponizej 0,25 w kroku
czterdziestym, wynosi mniej wi¢cej jedna trzecia, 1 taki sam jest utamek
czasu, ktory spedza tam kazdy dtugi przebieg. Trajektoria przepadia; jej

statystyki nie.

Tworcy prognoz uzyskujg takie szanse, uruchamiajagc model wiele razy, ze standw
poczatkowych roztozonych po wszystkim, na co pozwala pomiar, i liczac. To jest zespot,
a rozdziat 14 buduje go dla pogody. Oto najmniejsza wersja:
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code

def

def

step
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one
one

/ch18/beyond. py

odds(centre: float, width: float, steps: int) -> list[float]:
"""After each step, the fraction of MEMBERS runs below 0.25. The runs
start spread evenly across “width™ around “centre™."""
runs = [centre + width * (k / (MEMBERS - 1) - 0.5)
for k in range(MEMBERS)]
fractions = []
for _ in range(steps + 1):
fractions.append(sum(1 for x in runs if x < @.25) / MEMBERS)
runs = [RULE(x) for x in runs]
return fractions

long_run(start: float, steps: int = 100_000) -> float:
"""The fraction of one long run's steps spent below 0.25."""
x, below = start, 0
for _ in range(steps):

below += x < 0.25

x = RULE(x)
return below / steps

Listing 18.5: Prognoza z zespotu i jeden dtugi przebieg

chance that x < 0.25, start right to

6 digits 9 digits
Q.00 0.00
1.00 1.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
Q.00 0.00
Q.34 0.00
0.33 0.76
0.33 0.36
Q.34 0.34
Q.34 0.33

long run from 0.3: 0.33 of its steps below 0.25
long run from 0.8: 0.33 of its steps below .25

Gdy stan poczatkowy jest poprawny do szeSciu cyfr, wszystkie przebiegi, a jest ich
1000, zgadzajq si¢ az do kroku 18, a prognoza jest jedng pewna odpowiedzig. Potem si¢
rozchodza, prognoza staje si¢ szansami, a po kilku krokach szanse ustalajg si¢ na 0,33:
ufamku czasu, ktéry jeden dtugi przebieg spedza ponizej 0,25, z kazdego z dwéch standw
poczatkowych. Przy dziewieciu cyfrach przebiegi zgadzaja si¢ az do kroku 27, a potem
dzieje si¢ to samo (rysunek 18.2).

Prognoza uktadu chaotycznego ma wiec trzy postacie, jedna po drugiej: trajektorie,
dopoki przebiegi si¢ zgadzaja, szanse, gdy si¢ rozchodza, 1 potem statystyki dlugiego
przebiegu. Te ostatnie rozdzial 9 nazywa statystykami atraktora, a w przypadku pogody
to jest klimat.
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Rysunek 18.2: Prognoza zespotowa szansy, ze x jest ponizej 0,25. Jest pewna, dopdki
przebiegi si¢ zgadzaja, podaje szanse, gdy si¢ rozchodza, i ustala si¢ na utamku z dlugiego
przebiegu. Trzy cyfry wigcej to opdZniaja, ale nie powstrzymuja.

Putapka

»Nieprzewidywalne znaczy niepoznawalne.”” Za horyzontem nie da si¢ poznac
trajektorii, a prawie wszystko inne tak: dokad uktad moze doj$¢, a dokad nie, jak
czesto odwiedza kazdy obszar, jakie sg szanse w kazdym pytaniu, jakie zechcesz
zadac. 70 procent szans na deszcz to nie wykret synoptyka; to poprawna odpowiedz
na pytanie, na ktére chaos uniemozliwit odpowiedzZ ,,tak” albo ,,nie”. Projekcja
klimatyczna prognozuje statystyki, nie wtorki.

Gdzie to spotkasz

,»tozek niepewnosci”, ktéry amerykanskie Narodowe Centrum Huraganéw (National
Hurricane Center) rysuje wokot prognozowanego toru burzy, rozszerza si¢ z kazdym
dniem wyprzedzenia. Jego rozmiar wyznaczaja btedy niedawnych prognoz samego
centrum, tak aby Srodek burzy pozostawal w nim mniej wigcej dwa razy na trzy:

horyzont 1 zestaw szans na jednym obrazku, publikowany po to, by dziataty wedtug
niego miliony ludzi.

18.4 Pytanie czwarte: chaos, szum czy mata przyczyna?

Nieregularne dane zachecajg do opowiesci, a dwie z nich wymagajg osobnego pytania.
Pierwsza méwi: ,.to jest chaos”. Rozdziatl 15 pokazuje, ze szereg chaotyczny i losowy
moga mie¢ ten sam histogram i Ze rozrdznia je struktura: nanie$ kazdg warto$¢ wzgledem
nastepnej, a chaos narysuje krzywa tam, gdzie szum rysuje chmure, i chaos da si¢
prognozowac krok lub dwa naprzéd tam, gdzie szumu nie. Ma znaczenie, co masz, i ile
jest danych: kroétki, zaszumiony zapis moze wyglada¢ prawie jak cokolwiek.
Druga opowies$¢ biegnie wstecz, od duzego skutku do matej przyczyny.
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Zatrzymaj si¢ i pomysl 18.4

Pchnij stygnacg herbate i odwzorowanie logistyczne przy r = 4 o jedng miliardowg
kazde, jak w podrozdziale 18.1. Ktére pchnigcie co§ zmienito czterdzie$ci krokéw
poOzniej? Czy zmienito utamek czasu, ktory odwzorowanie spedza ponizej 0,257

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Tylko pchnigcie odwzorowania logistycznego i tylko jego
trajektorie: roznica urosta do rozmiaréw samego odwzorowania.
Utamek czasu ponizej 0,25 to wcigz mniej wigcej jedna trzecia, z
kazdego stanu poczatkowego. Pchniecie herbaty wygasto.

Putapka

»Male przyczyny zawsze majg znaczenie.”” W ukladzie stabilnym wygasaja, jak w
przypadku herbaty. W chaotycznym mata przyczyna zmienia szczegdly za horyzontem
i nic w statystykach, a poniewaz kazda inna mata przyczyna tez zmienia szczegdty,
zadnej nie da si¢ potem wskazac jako powodu. Motyl z rozdziatu 6 nie spowodowat
burzy. Obwinianie jednej matej przyczyny o duzy skutek po fakcie to opowiesc, nie
pomiar.

18.5 Pytanie piagte: czy da si¢ tym sterowac?

Ostatnie pytanie zamienia ograniczenie w narzedzie.

Zatrzymaj si¢ i pomysl 18.5
Jesli drobna zmiana stanu poczatkowego catkowicie zmienia przysztosé, to czy jest
to zta, czy dobra wiadomos$¢ dla kogos, kto chce uktadem sterowac?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.

Odpowiedz. Jedno i drugie. Wta$nie dlatego nie da si¢ prognozowaé
uktadu daleko naprzéd i1 wiasnie dlatego drobne, dobrze wymierzone
pchniecie moze go przesung¢ daleko.

Edward Ott, Celso Grebogi 1 James Yorke uczynili z tego ide¢ swojej pracy o sterowaniu
chaosem z 1990 roku: poczekaj, az uktad przejdzie blisko jednego z niestabilnych cykli
ukrytych w jego atraktorze, lekko popchnij parametr, a da si¢ go utrzymaé na tym
cyklu. Rozdziat 17 robi to pchnigciami mniejszymi niz jeden procent i sprawia, ze dwa
chaotyczne uktady ida w rownym kroku, jak pokazali w tym samym roku Louis Pecora
1 Thomas Carroll. Chaos nie jest wiec wymowka dla fatalizmu. Uktad, ktérego nie da
si¢ prognozowaé, moze by¢ uktadem, ktérym da si¢ sterowaé, a zmiana parametru, na
przyktad wymuszenia w modelu klimatu, przesuwa statystyki nawet wtedy, gdy Zadne;j
trajektorii nie da si¢ przewidziec.
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18.6 Przewodnik terenowy na jednej stronie

Oto pie€ pytari, dwa kolejne, na ktore ksigzka zapracowata, 1 miejsce, w ktérym zmierzytes

kazde z nich:

1. Czy istnieje doktadna regufa i czy mala zmiana stanu poczatkowego rosnie?

(rozdzial 6)

2. Jak daleko jest horyzont 1 co datyby lepsze dane? (rozdziat 7)

3. Co przetrwa horyzont: atraktor, statystyki, szanse? (rozdzialy 9 i 14)

4. Czy nieregularnos¢ to chaos, czy szum, 1 czy danych starczy, zeby to rozstrzygnacé?

(rozdziat 15)

5. Czy da si¢ tym sterowac albo przesunac statystyki parametrem? (rozdziat 17)

6. Czy odpowiedz przetrwa mniejszy krok i wiecej cyfr? (rozdziaty 4 1 16)

7. Czy ktoS po fakcie obwinia mata przyczyne o duzy skutek? (rozdziat 6)

HORYZONT
logarytm doktadnosci

WZROST
czy maty blad rosnie?

ZA HORYZONTEM
statystyki i szanse

Rysunek 18.3: Przewodnik terenowy w trzech ruchach. Jesli maly btad nie ro$nie, przetrwa
sama trajektoria; jesli ro$nie, horyzont méwi, jak dlugo, a za nim pytasz o statystyki i
szanse.

A oto znajome prognozy uporzadkowane wedtug horyzontu. Tylko jedna liczba jest
policzona w tym rozdziale; reszta to rzedy wielkoSci, niektére z nich z obiegowej wiedzy,

oznaczone wedlug tego, skad pochodza.

Prognoza Horyzont Skad ta liczba Za nim pytaj o
Gdzie sg planety okoto 130 policzone wyzej gdzie lezg ich orbity
milionéw lat
Zaémienia tysigce lat opublikowane nic wiecej
tablice
Ptywy astronomiczne lata opublikowane fale sztormowa, ktora jest
tablice pogoda

Szczegdlowa pogoda

Podwdjne wahadto

Kurs akcji z dnia na dziei

tydzieft w praktyce,
najwyzej dwa
tygodnie

sekundy

nieustalony

cytowane (Lorenz,
1969)

rzad wielkosci

nieregularny to nie
chaotyczny

szanse, potem klimat

dokad pozwala mu jego
energia

rozrzut dawnych zmian
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Teraz wyciag emerytalny i1 pewny siebie program. Projekcja emerytalna to wynik, jaki
databy zalozona stopa zwrotu, wigc pytaj o zakres stop. Pewna siebie odpowiedzZ o
przysztorocznej gospodarce nie ma horyzontu, dopdki kto$ nie powie, jaka jest jej regula,
a pewny ton to nie przedziat biedu.

Laboratorium 18.2 — Przewodnik terenowy na modelu, ktéry sam piszesz

Napisz error_grows, growth_rate i long_run_fraction: trzy pierwsze pytania jako kod,
ktéry mozesz skierowa¢ na dowolng regute zamieniajaca jedng liczbe w nastepna. Test
sprawdza je na stygnacej herbacie i odwzorowaniu logistycznym. Potem napisz na
koncu pliku wlasng regute (namiot, sinus, populacje z odlowem) i zadaj jej wszystkie
siedem pytan.

Plik startowy: code/labs/ch18/118_02_guide.py

Test: code/labs/ch18/test_118_02_guide.py
Uruchom: cd code && uv run pytest -k 118_02_guide

18.7 Dlaczego kazdy tego potrzebuje

Chaos zakoriczyt ere mechanizmu zegara, nie dodajac ani jednego losowego sktadnika:
doktadna reguta i prawie dokfadny stan poczatkowy daja przyszio$¢ znang tylko do
horyzontu, ktéry rosnie jak logarytm twojej doktadnosci.

Mowi, ktorym prognozom ufac i jak diugo. Za¢mienie 1 burza podlegaja prawom tego
samego rodzaju; rézni je wyktadnik. To uczy pokory wobec pewnosci na dtugi dystans, bo
pojedyncza liczba daleko za horyzontem to zgadywanie przebrane za pomiar, i zaufania
do modeli na krétki dystans, bo w obrebie horyzontu sa zdumiewajaco dobre.

Czyni prawdopodobieristwa szacownymi. Szanse to postac, jaka za horyzontem
przybiera poprawna prognoza, a nie porazka prognozowania.

Jest piekny i uniwersalny. Stata Feigenbauma wychodzi z linijki algebry i z prawdzi-
wych cieczy 1 obwod6w (rozdzial 8); fraktale nadajq linii brzegowej wymiar miedzy jeden
a dwa (rozdziatl 11); zbiér Mandelbrota miesci cata droge do chaosu (rozdziat 12).

I jest zasobem: sterowanie, synchronizacja 1 wymieszanie, jakie maja miec liczby
losowe komputera (cho¢ rozdziat 16 ostrzega, ze samo odwzorowanie chaotyczne jest ich
kiepskim Zrédiem).

Teoria chaosu nie jest teorig wszystkiego ani nietadu w ogéle: wiekszo$¢ nieregular-
nosci Swiata to szum, niewiedza albo reguta, ktdra ciggle si¢ zmienia.

Zatrzymaj sie i pomysl 18.6

Kolega mowi: ,,Gospodarka jest chaotyczna, wiec kazda prognoza jest rownie dobra
jak inna”. Co jest w tym Zle?

Odpowiedz, zanim pdjdziesz dalej.
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Odpowiedz. Obie potowy. Nikt nie wykazal, ze gospodarka podlega
statej chaotycznej regule, a nawet uktad chaotyczny nie moze robié
czegokolwiek: trzyma si¢ swojego atraktora, jego szanse s ustalone, a
jego prognoza na krétki dystans moze by¢ bardzo dobra.

Putapka

,»Chaos znaczy: wszystko wolno.” Chaos to doktadna reguta, ktérej ruch pozostaje w
ograniczonym atraktorze, ze stalymi statystykami i horyzontem, ktéry da si¢ policzyc.
Nazwanie czego$ chaotycznym to twierdzenie, ktdére da si¢ sprawdzid, a nie licencja
na przyklejanie motylich skrzydet wszystkiemu, co nieprzewidywalne, 1 nie powdd,
zeby przestaé prognozowac.

18.8 Demon Laplace’a po raz ostatni

Rozdzial 1 zakoniczyl si¢ zasianiem pytania, a teraz mozesz na nie odpowiedzie¢.

Zatrzymaj sie i pomysl 18.7
Zatézmy, ze regula jest doktadna 1 znasz ja doskonale. Czy przyszios¢ jest wtedy
znana, dowolnie daleko naprz6d?

Odpowiedz, zanim pojdziesz dalej.

Odpowiedz. Nie. Jest znana tylko do horyzontu, ktéry ro$nie jak
logarytm tego, jak doktadnie znasz stan poczatkowy. Za nim znany jest
atraktor, statystyki i szanse.

Demon Laplace’a potrzebuje nieskoriczenie doktadnej terazniejszoSci, a kazda dodatkowa
cyfra kupuje mu tylko kilka krokéw wiecej. Mechanizm zegara jest prawdziwy dla
za¢mienia 1 ptywow, a konczy si¢ dla pogody, podwdjnego wahadta i jednej linijki algebry.

Zostaja prognozy, ktdre spotykasz codziennie: pociag za siedem minut, deszcz w sobotg,
projekcja, pewna siebie odpowiedZz. Zadaj kazdej pie¢ pytan. Niektérym prognozom
zaufasz bardziej niz dotad, innym znacznie mniej, 1 po raz pierwszy bedziesz umieé
powiedzie¢ dlaczego, liczba.

Podsumowanie

» Pytanie pierwsze: uruchom regule dwa razy ze stanéw poczatkowych odle-
glych o wios. Jedli réznica maleje, trajektorie da si¢ prognozowac tak daleko,
jak dlugo regula jest poprawna.

 Pytanie drugie: horyzont to mniej wiecej In(7/eo) podzielone przez wyklad-
nik A, wiec kazda poprawna cyfra kupuje tych samych kilka krokéw.
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* Pytanie trzecie: za horyzontem przetrwajg statystyki i szanse, a zesp6t
pokazuje, jak trajektoria zamienia si¢ w szanse.

* Pytanie czwarte: nieregularny to nie chaotyczny, dopdki nie pokaze tego
struktura, a duzego skutku nie da si¢ potem przypisac jednej matej przyczynie.

 Pytanie pigte: wrazliwos$¢ czyni chaos sterowalnym.

* Przewodnik terenowy dodaje dwa pytania i porzadkuje znajome prognozy
wedtug horyzontu.

* Chaos zakoriczyt ere mechanizmu zegara i czyni szanse szacownymi; nie jest
licencja na ,,wszystko wolno”.

* Demon Laplace’a znalby przysztos¢ tylko do horyzontu.

Czy potrafisz?

Ocen si¢ przy kazdym punkcie od 1 (nie) do 5 (tak, samodzielnie). Wszystko ponizej 4
nie jest powodem do rozmySlan: wro¢ do podrozdziatu, ktdry tego uczyl, i jeszcze raz
odpowiedz na jego pytania, zanim pdjdziesz dale;j.

zapytac¢ o kazde przewidywanie, czy mata zmiana stanu poczatkowego 1] [2[ |3[ [4[ |5 |
roSnie

policzy¢ horyzont prognozy i powiedzieé, co daja lepsze dane ]2 )30 14 ]5] ]
powiedzied, co da si¢ przewidzie¢ za horyzontem, i czytac szanse ]2 ]3] J4[ 15[ ]
odrézni¢ chaos od szumu, a matg przyczyne od duzego skutku ]2 ]3] J4[ 15[ ]
zastosowac siedem pytan przewodnika do prognozy albo modelu ]2 ]3] 14 15[ ]

wyjasnié, liczbami, ktére sam policzysz, dlaczego jedne rzeczy da si¢ LJ2[ ]3]0 140 15[ ]
przewidzie¢ na stulecia, a inne tylko na dni

Punkt kontrolny

Odpowiedz na te pytania na papierze, zanim zajrzysz do dodatku A. Sprawdzaja to, czego
rozdzial uczyt, w tej kolejnosci, w jakiej uczyt.

1. Dwa przebiegi reguly zaczynaja si¢ w odlegtosci jednej miliardowej; trzydziesci
krokéw pézniej dzieli je jedna bilionowa. Co mowi pytanie pierwsze?

2. Btedy w pewnym uktadzie rosng z wyktadnikiem 0,5 na dzien. Znasz stan poczatkowy
z doktadnoscig do 0,001 i mozesz tolerowaé btad 1. Wiedzac, ze In 1000 = 6,908,
podaj horyzont.

3. Teraz mierzysz ten stan poczatkowy dziesi¢€ razy doktadniej. Wiedzac, ze In 10 =
2,303, powiedz, o ile dluzej wytrzyma prognoza.

4. Daleko za horyzontem zespot przebiegéw odwzorowania logistycznego przy r = 4
daje szanse jedna na trzy, ze x jest ponizej 0,25. Czy ta prognoza jest bezwartoSciowa?
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5. Szereg codziennych pomiaréw wyglada nieregularnie. Wymien dwie rzeczy, ktére
trzeba sprawdzi¢, zanim nazwie si¢ go chaosem.

6. Dlaczego ta sama wlasno$¢, ktéra rujnuje dalekie prognozy uktadu chaotycznego,
pozwala nim sterowac?

7. Wyjasnij, dlaczego za¢mienia da si¢ przewidzie¢ na tysiace lat, a pogode tylko na
mniej wigcej tydzien.
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DODATEK A

Odpowiedzi

Odpowiedzi do punktéw kontrolnych wszystkich rozdziatéw, w kolejnoSci rozdziatow.
Kazda zapisano obok jej pytania, a build zebrat je tutaj, wigc odpowiedZ nie moze odptynaé
od pytania, na ktére odpowiada.

Rozdzial 1

1.

Stanem jest aktualna godzina i przystanek, na ktérym jestes; regula jest rozktad
(razem z zalozeniem, ze autobus si¢ go trzyma); przewidywaniem jest godzina
przyjazdu nastepnego autobusu.

2. Okoto 19,6 metra w dwie sekundy i okoto 78,5 w cztery. Dwa razy dtuzszy czas,
cztery razy dtuzsza droga.

3. 74°C, apotem 68,6 °C: réznica zmienia si¢ z 60 na 54, a potem na 48,6.

4. O 1,8 stopnia: kazdy kubek traci jedng dziesigta wlasnej réznicy do temperatury
pokoju, wiec ich réznica tez traci jedng dziesiata.

S.  Bo kazdy model co$ pomija, a uzyteczno$¢ to kwestia tego, czy jego odpowiedzi sg
wystarczajaco bliskie dla zadawanego pytania, w zakresie, w ktérym si¢ go uzywa.

6. Regule 1 dokfadny stan obecny. Regute mozna zna¢ doktadnie; stanu obecnego
nigdy, bo kazdy pomiar ma btad.

Rozdziatl 2

1. 4,10128.

2. x> x-02(x—-20),czyli0,8x + 4.

3. Okoto 70/3, czyli 23 lata. Liczac lata, liczba mieszkancéw po raz pierwszy
przekracza podwojenie w roku 24; logarytm daje 23,45.

4. 0,2x =4, wigc x = 20, temperatura pokoju; stabilny, bo |0,8] < 1.

5. Niestabilny: kazdy krok potraja odlegtos¢. Orbita z 2 jest o jeden od punktu statego,
potem o 3,91 27: 4, 10, 28.

6. 1 stopien za goragco: btad zmalat o potowe 1 zmienit strone.

Rozdzial 3

1. 1024 na jedenastym i 1023 na pierwszych dziesi¢ciu: kazde pole miesci o jedno
ziarenko wiecej niz wszystkie pola przed nim.

2. Ujemne, dodatnie, ujemne.

3. Zmienia si¢ ono z 0,5 na 0,48 i na 0,42: spada 0 0,02 i 0 0,08. Dwa razy wigksze
pchniecie wyrzadza cztery razy wigksza szkode.

4. Na0,6ina0,2:1-1/2,50raz1-1/1,25.

5. 0,005 pod punktem statym, potem 0,0025 nad nim. Ustala si¢, przestrzeliwujac, a
kazde wahniecie jest o potowe mniejsze od poprzedniego.

6. Reaguje na zattoczenie w miare, jak narasta, a nie z opéZnieniem catego pokolenia:

przestrzelenie bierze si¢ z opdZnienia, nie z szybkoSci wzrostu.

242
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Rozdzial 4

1.

2. x=0,11v =1, wiec energia wynosi 0,5 + 0,005 = 0,505: o jeden procent wigcej,
czynnik 1 + 0,1 x 0,1.

3.  Okolo tysiaca sekund: krok sto razy mniejszy zyskuje sto razy mniej na sekunde.

4. Tempa na poczatku; pét kroku dalej w pierwszych tempach; pot kroku dalej w
drugich; caly krok dalej w trzecich. Przesuwa si¢ ze Srednig o wagach 1, 2, 2, 1.

5. Wahanie si¢ tam i z powrotem; przechodzenie przez gore¢ 1 obracanie si¢; utrate
energii przez tarcie i zatrzymanie si¢ w zwisie.

6. Jej drogi nigdy si¢ nie przecinaja, bo kazdy stan ma jedng przysziosé, wiec
ograniczona droga moze tylko zatrzymac si¢ w punkcie statym albo nawina¢ na
petle (Poincaré—Bendixson). Chaos w czasie ciaglym potrzebuje co najmniej trzech.

Rozdziat 5

1. x;=3%0,5%0,5=0,75,ax; =3x0,75 % 0,25 = 0,5625.

2. 1-1/2,5=0,6. Nachylenie wynosi tam 2 — 2,5 = —0,5, miedzy —1 a 1, wigc si¢
utrzymuje.

3. Nachylenie wynosi tam 2 — 3,2 = —1,2: przesuni¢cie przy kazdym kroku zmienia
stron¢ i ro$nie, wigc orbita zostaje odepchni¢ta, w cykl dlugosci dwa.

4. Obiega cykl o okresie cztery; narozniki to cztery wartosci, ktére odwiedza po kolei.

5. Ze w badanym odcinku nie znalazt cyklu o dtugosci do sprawdzanej granicy. Nie to,
ze orbita jest chaotyczna: dtuzszy cykl albo orbita, ktéra wciaz si¢ ustala, tez daja
None.

6. Pogoda albo inny przypadek; bfedy w liczeniu; oraz wtasna deterministyczna regufa
wzrostu populacji, jak w odwzorowaniu logistycznym przy r = 3,9.

7. Ten sam poczatek zawsze daje doktadnie t¢ samg orbite. Przy r = 3,9 nigdy si¢ nie
ustala ani nie powtarza, wi¢c nie wida¢ w niej wzoru, cho¢ kazda wartos¢ jest
wyznaczona przez poprzednig.

Rozdzial 6

1. W kroku 30. Az do kroku 16 r6znig si¢ 0 mniej niz jedng milionowa.

2. Po 20 krokach: 2%° to troche ponad milion, a 2!° to tylko mniej wiecej p6t miliona.

3. Bokazde x lezy miedzy 0 a 1, wigc dwie wartosci nigdy nie moga by¢ od siebie
dalej niz o 1. Gdy réznica osiggnie rozmiar catego przedziatu, btgka si¢, Srednio
wynoszac okoto 0,4.

4. % + }1, wiec w systemie dwojkowym 0,11. Polowy to: gorna, gorna, dolna: 0,75,
potem 0,5, potem 0. Odwzorowanie odczytuje cyfry 1, 1, O.

5. Okoto 44 krokéw. Kazda cyfra dziesi¢tna dodaje troch¢ ponad trzy kroki, wiec
cztery kolejne dodaja mniej wigcej trzynascie.

6. Ponownie pierwszy przebieg, cyfra po cyfrze, bo reguta jest deterministyczna: ten
sam punkt startowy zawsze daje t¢ sama przysztosc.

7. Nie: kazda warto$¢ wynika doktadnie z poprzedniej. Jest deterministyczne, bo ten

Okoto pot kilometra: 90 kilometréw na godzing to 1,5 kilometra na minute, a 20
sekund to jedna trzecia minuty.

sam punkt startowy daje t¢ sama przysztos¢; nie jest przewidywalne na diugo, bo
zaden zmierzony punkt startowy nie ma doS¢ cyfr, zeby reguta mogta z nich
korzystac.
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Rozdzial 7

1.

nHh WD

Wecale nie ur6st: iloczyn wynosi 1. Zwykta Srednia czynnikéw to % CO sugeruje
wzrost, ktérego nie byto.

In20=In2+1In10~2,99. A0,2x 10 =2, wiecIn0,2 =In2 -In10 = —1,61.
In0,5 = —0,69. Jest ujemny: btedy malejg, w kazdym kroku o potowe.

Mniej wigcej 9: In(0,1/0,001) = In 100 = 21n 10 = 4,6, podzielone przez 0,5.
Mniej wiecej 9 krokéw za kazdym razem: In 100/0,5 = 9,2. Kazda stukrotna
poprawa daje te samg stata liczbe krokow.

Bo horyzont zalezy od biedu stanu poczatkowego tylko przez jego logarytm, a
szybszy komputer nie mierzy stanu poczatkowego ani troche lepiej. Podwojenie
horyzontu wymaga dwa razy wigcej poprawnych cyfr stanu poczatkowego.
Okno: wewnatrz chaotycznego zakresu orbita ustalita si¢ w cyklu, wigc btedy znéw
maleja, a wyktadnik spada ponizej zera.

Rozdzial 8

1.

2.

Gdzie orbita przebywa na dluzsza mete przy tym r, po stanie przejSciowym: jedna
kropka dla punktu statego, dwie dla cyklu o okresie dwa, smuga dla chaosu.

Okoto 4,7, z 0,08 + 0,017; nastepny odstep powinien wiec wynosic¢ okoto

0,017 = 4,7, czyli mniej wiecej 0,0036.

Blisko rozwidlenia cykl, ktéry traci stabilno$¢, mnozy zaburzenie przy kazdym
obiegu przez prawie —1, wiec ustala si¢ niezwykle powoli, a przebieg o skoriczone;j
dtugosci wciaz pokazuje przeskakiwanie miedzy wartoSciami.

To r, przy ktérym cykl przechodzi przez szczyt garbu, x = 0,5, gdzie nachylenie jest
zerowe. Jest rozwigzaniem jednego réwnania (zacznij od 0,5, zréb tyle krokow, ile
wynosi okres, wrd¢ do 0,5), ktére bisekcja rozwigzuje, potowigc przedzial.

Nie. Uniwersalno$¢ méwi, ze stosunek kolejnych odstepéw dazy do tej samej liczby,
okoto 4,6692, dla kazdej reguty z jednym gtadkim garbem; to, gdzie konczy si¢
kazda droga, zalezy od reguty.

Nie: 3,83 lezy w oknie okresu trzy, ktdre otwiera si¢ przy 1 + V8, okoto 3,82843. Li
1 Yorke udowodnili, ze ciagta reguta przenoszaca przedziatl w siebie, majaca punkt o
okresie trzy, ma cykle kazdej dtugosci i punkty startowe, ktére nigdy nie ustalajg si¢
w zadnym cyklu.

Rozdzial 9

1.
2.

3.

Sprawia, Ze x ro$nie: wir przyspiesza w stron¢ réznicy temperatur.

Nieruchomy garnek, (0, 0, 0), oraz dwa ustalone wiry, x = y = +\V72 (okolo 8,49) z
z=27.

Na ptaszczyznie droga nie moze przeciag¢ samej siebie, wiec moze tylko osiasc,
zwijac si¢ spiralg albo krazy¢ po statej petli. Model Lorenza uzywa trzech, najmniej,
ile pozwala drodze przechodzi¢ nad sobg i pod soba.

O okoto In(1000) /0,9, czyli mniej wigcej 8 jednostek czasu: z mniej wigcej
dwudziestu do mniej wigcej dwudziestu oSmiu, a nie tysigc razy diuze;j.

Nie dojdzie: kazdy przebieg zostaje Sciagnicty na ten sam ograniczony atraktor, na
ktérym z pozostaje mniej wigcej miedzy 1 a 48.

Polowe. Jednoczesna zmiana znakéw x 1 y nie zmienia regul, wigc oba skrzydta sa
swoimi lustrzanymi odbiciami.

Srednia wysoko$€ z, od 23,48 do 23,57 z pigciu réznych startéw; wyktadnik
Lapunowa, okoto 0,9, to kolejna.
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Rozdziat 10

1.

W 0,6, potem w 0,8: podwojenie 0,6 daje 1,2, czyli za koricem, wie¢c punkt sktada
si¢ z powrotem do 2 — 1,2 = 0,8.

2. 0,08. Pasek ma dlugos¢ tylko jeden, wiec predzej czy pdzniej zgiecie ztapie jedng
rodzynke, a drugiej nie.

3. 1-14x%x025+0=0,6510,3x%0,5=0,15: punkt (0,65,0,15).

4. 2x0,027 = 0,054. Nie: plama jest Sciskana w jedng stron¢ i rozciagana w druga, a
jej punkty wciaz si¢ poruszaja.

5. Atraktor to zbidr, na ktérym ruch osiada 1 ktérego nigdy nie opuszcza; jego basen to
kazdy start, ktéry na nim koriczy.

6. Gtadka krzywa coraz bardziej przypomina prostg. Kazda linia atraktora rozpada si¢
na wiazke linii, raz za razem.

7.  Zachowuje tylko punkty, w ktérych droga przeplywu przecina wybrang
powierzchnig; reguta od jednego przecigcia do nastepnego jest odwzorowaniem.
Reguta o trzech liczbach dotyczy przeptywow, a odwzorowanie przeskakuje, wiec
moze sktadac.

Rozdziat 11

1. Oba mogga mie€ racje, jesli mierzyly réznymi linijkami (na mapach w réznej skali):
krétsza linijka obchodzi wigcej zatok. Kazdy powinien byt podaé, jakiej linijki albo
jakiej skali mapy uzyl.

2. (4)’ =% okoto2,37.

3. % diugosci. Trzy kopie, kazda pomniejszona pieciokrotnie, daja D = In3/In 5, okoto
0,68.

4. 23 =8, wiec D = 3: pelny szescian.

5. Okoto 1,5, bo 21 = 2 x V2, czyli okolo 2,83.

6. Za malo punktéw zostawia cz¢$¢ najmniejszych pudelek nieodwiedzonych, co je
zaniza 1 sptaszcza dopasowang prostg. Wigcej punktow je wypetnia.

7. W jakim zakresie rozmiar6w i jak zmierzony. Prawdziwy obiekt moze by¢ fraktalem
tylko miedzy pewnym najwiekszym a najmniejszym rozmiarem.

Rozdziatl 12

1. 3 +2ioraz2: wymnozenie daje | —i+i—ixi=1+1.

2. 1 +1makat45 stopni, wiec jego kwadrat ma kat 90 1 dtugos¢ 2 (kwadrat dtugosci
1 +1): to 2i. Po wymnozeniu 1 + 21 +1 X1 = 2i.

3. W kroku 2: orbita to 0, 2, 6, a 2 nie jest wigksze od 2, natomiast 6 jest.

4. Tak. Nalezy do niego kazde rzeczywiste ¢ od —2 do i; orbita 0 pozostaje miedzy —2
a2

5. Tak. Jego dtugos¢ to pierwiastek z 0,36 + 0,81, troche wiecej niz 1, a podnoszenie
do kwadratu stale powieksza dtugos¢ wieksza od 1.

6. c=1,6-2,56=-0,96, wewnatrz duzego babla, ktéry rozciaga si¢ od —0,75 do
—1,25: cykl dtugosci dwa, tak jak w rozdziale 5 przy tym r.

7. Jego serce 1 bable to wartoSci ¢, przy ktorych orbita O uktada si¢ w cykl. WartoSci
chaotyczne lezg na cienkim brzegu, ktory na osi rzeczywistej jest iglta miedzy jej
oknami.

Rozdziatl 13

1. Ustalenie energii dwuliczbowego stanu pojedynczego wahadla zostawia jeden
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kierunek, wokoét zamknigetej petli. Ustalenie jej dla czterech liczb wahadta
podwdjnego zostawia trzy, a to wystarcza do chaosu.

2. Ciezarki s3 metr i dwa metry wyzej, wigc 9,81 x (1 + 2), czyli okoto 29,4 dzula.

3. Btad krokéw jest za duzy, by ufa¢ wynikowi. Skracaj krok, az energia si¢ utrzyma, a
potem sprawdz, czy twoja odpowiedzZ przetrwa kolejne skrocenie kroku o potowe.

4. Ze rozejscie wywotaly przynajmniej czesciowo btedy krokéw, wiec zadnej z tych
liczb nie mozna ufaé. Rozejscie, ktore jest fizyka, nie przesuwa si¢, gdy zmienia si¢
krok.

5. Jego energia, ktéra nigdy si¢ nie zmienia i decyduje, ktdre stany w ogéle da si¢
0siagnac.

6. Dwarazy przez e: 2,7 X 2,7, nieco ponad siedem.

7. Nie. Ich polozeni nie da si¢ przewidzie¢ dalej niz na kilkadziesiat milionéw lat, ale
obliczenia si¢gajgce miliardow lat w niemal kazdym przebiegu pokazuja, ze ich
orbity zachowuja mniej wigcej te same rozmiary i ksztatty.

Rozdzial 14

1. To najlepsze oszacowanie obecnego stanu, zbudowane z pomiaréw, ktére nigdy nie
sg doktadne. Jej btad rosnie, jak w kazdym uktadzie chaotycznym, az prognoza
zapomni start.

2. 24 procent: 12 z 50.

3. Nie. Po wiarygodnych 80 procentach deszcz pada mniej wiecej 80 razy na 100; te
prognozy byly zbyt pewne siebie.

4. Jest wtedy jeszcze jednym dniem pogody, niezwigzanym z prawdg, a dwa
niezwigzane dni r6znig si¢ o mniej wigcej V2 typowego wahania, podczas gdy
Srednia myli si¢ tylko o jedno wahanie.

5. Odwarazy 1,35, czyli okoto 2,7 jednostki czasu: kazda dziesigciokrotna poprawa
kupuje ten sam dodatkowy czas.

6. Pierwsze to pytanie o pogode, daleko za horyzontem, wiec najlepsza odpowiedzig sg
szanse z klimatu. Drugie to pytanie o klimat, o statystyki przy podanym
wymuszeniu, i chaos go nie wyklucza.

Rozdziat 15

1. Zachowuje kazda wartos$¢, wiec i histogram. Niszczy kolejno$¢, a to w niej widaé by
byto regute taczaca kazda wartoS¢ z nast¢pna.

2. Ze kazda warto$¢ wyznacza poprzednia: zrobita go reguta jednej liczby. Szum
rozrzucitby punkty po kwadracie.

3. Pierwszy: krzywa przechodzi tylko przez ograniczong liczbe kratek, ile by punktéw
na niej nie wylagdowato. Drugi wcigz wypelnia kwadrat, jak szum.

4. Po okoto osmiu: 28 = 256, a 0,001 x 256 to okoto 0,26.

5. Oba testy sg przy tak matej liczbie zawodne: w pomiarze z tego rozdziatu test kratek
na dziesi¢ciu zaszumionych wartoSciach miat racj¢ rzadziej niz rzucona moneta.

6. Jej lata przechodzg od jednakowych, przez naprzemienne i powtarzajace si¢ co
cztery lata, do niepowtarzajacych si¢ wcale; a jej chaotyczne dofki sg tak glebokie,
ze prawdziwa choroba by wygasla.

7. Nie: szum tez jest nieregularny. Dowodem bytaby prognoza, ktéra wygrywa z

surogatami, z bledem, ktory zaczyna od matego i roSnie r6wnomiernie, w dtugim,
czystym zapisie.
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Rozdzial 16

1.

Ani 0,1, ani 0,2 nie ma doktadnej postaci dwdjkowej, wiec kazda jest zapami¢tana
jako najblizsza liczba podwdjnej precyzji, a suma jest jeszcze raz zaokraglana.

2. W kroku 54, jeden krok na cyfre dwdjkowa. Prawdziwa orbita idzie przez %, %, %, ‘3‘,
% 1 krazy w tej petli bez konca.

3. Przez okoto dwadzieScia (zmierzone: 23): odwzorowanie podwaja btad zaokraglenia
w kazdym kroku, zuzywajac jedng cyfre dwdjkowa na krok.

4. Okolo 732 924: liczba cyfr podwaja si¢ w kazdym kroku, a dziesi¢¢ podwojen
mnozy ja mniej wiecej przez tysigc.

5. Utamkowi czasu. Droga podaza za inng orbita mniej wigcej od piecdziesigtego
kroku, ale trzyma si¢ blisko prawdziwej orbity z pobliskiego startu, a ta spedza czas
tak, jak prawdziwe orbity.

6. Maszyna miesci tylko skoriczenie wiele liczb, wigc orbita musi wréci¢ do jakiej$
wartoSci, a regula powtarza wtedy wszystko, co po niej nastepuje.

Rozdziat 17

1. Mniej wiecej 0,714, z nachyleniem —1,5. Chybienie mnozy si¢ przez 1,5 i w kazdym
kroku zmienia stron¢, wiec orbita nie moze pozostac.

2. Mniej wiecej 0,0038 powyzej niego. Obniz r mniej wiecej o 0,0038/0,19, czyli o
0,02, na ten jeden krok.

3. Bo sterownik musi przewidzie¢ tylko jeden krok naprzdd, a w ciggu jednego kroku
chybienie ro$nie mniej wi¢cej dwukrotnie, a nie wyktadniczo bez konca.

4. Zasigg maleje o polowe, wigc cel jest o polowe wezszy, a Srednie czekanie mniej
wiecej si¢ podwaja.

S. Bo spokojne odwzorowanie ustala si¢ w swoim wtasnym punkcie statym, 1 — 1/2,9,
mniej wigcej 0,655. Wartos$¢ 0,744 jest punktem statym tylko przy r = 3,9, gdzie
jest niestabilna.

6. x oryginalu. Nie: kopia zgadza si¢ z oryginalem w kazdej chwili, a to jest
synchronizacja, nie przewidywanie.

7. Dowolne dwa sposrdd: lasery, uktady elektroniczne i wyizolowana tkanka serca w
laboratorium. Nie jest to rutynowa technika kliniczna ani przemystowa.

Rozdziatl 18

1. Btad maleje, wigc trajektori¢ da si¢ prognozowac tak daleko, jak dlugo sama reguta
jest poprawna.

2. Mniej wigcej 6,908/0,5 ~ 13,8 dnia.

3. Mniej wiecej 0 2,303/0,5 = 4,6 dnia dtuze;j: staly dodatkowy odcinek, nie dziesi¢é
razy diuzej.

4. Nie. To poprawna prognoza: utamek czasu, ktéry odwzorowanie tam spedza, taki
sam z kazdego stanu poczatkowego.

5. Czy kazda warto$¢ naniesiona wzgledem nastepnej rysuje krzywa, a nie chmure; czy
da si¢ go prognozowac krok lub dwa naprzéd z podobnych chwil z przesztosci; i czy
zapis jest dosS¢ dtugi, by to rozstrzygnac.

6. Ukltad jest wrazliwy na male zmiany: drobny btad ro$nie, 1 tak samo ro$nie skutek
drobnego, dobrze wymierzonego pchnigcia.

7. Horyzont to In(7"/eg) podzielone przez wyktadnik. Wyktadnik Uktadu Stonecznego

to mniej wigcej jedna piata na milion lat, co daje horyzont okoto stu milionéw lat;



A. Odpowiedzi 248

btedy atmosfery rosna tak samo w ciagu dni. Lepsze dane dodaja do kazdego z nich
staly odcinek.



DODATEK B

Bledne odczytania chaosu

Kazde btedne odczytanie, ktdre ksigzka stara si¢ poprawic, w kolejnosci, w jakiej wywotuja
je rozdzialy. Kazde jest zapisane gtosem kogos, kto w nie wierzy, a po nim nastepuje to,
co jest prawda, i podrozdziat, w ktérym ksigzka pozwala ci najpierw w nie wpas¢. Jesli
trafite$ tu przed przeczytaniem tego podrozdziatu, wpis nabierze sensu pdzniej: kazda
pulapka miata na ciebie zadziatac.

Rozdziat 1 Model to maszyna do przewidywania

11 ,,Model to kopia rzeczywistosci.”” Model to maszyna do odpowiadania na pytania:
liczby na wejsciu, liczby na wyjsciu, a jedyny uczciwy test to zgodnos¢ jego
odpowiedzi z tym, co potem zmierzysz. § 1.1

12 ,,Model, ktory jest btedny, jest bezuzyteczny.” Kazdy model jest btedny, bo co$
pomija. Uzyteczne pytanie brzmi: czy jest wystarczajaco dobry do tego pytania, w
tym zakresie. § 1.4

Rozdzial 2 Reguia nastepnego kroku

21  ,,Wzrost wykladniczy to szybki wzrost.” To wzrost proporcjonalny do tego, co
juz jest, a mnoznik moze by¢ bliski jednoSci: przy 1 procencie rocznie suma
podwaja si¢ po mniej wigcej 70 latach. Wzrost wyktadniczy gwarantuje nie
szybkos¢, tylko to, ze w koncu przescignie kazdy wzrost, ktéry dodaje stalg
kwote. §2.3

22 ,,Punkt staly to miejsce, w ktérym uklad w koncu si¢ znajdzie.” To miejsce, w
ktérym uktad pozostaje, jesli jest w nim doktadnie. Tylko stabilny punkt staty, w
ktérym kazdy krok zmniejsza odleglo$¢ (|a| < 1 dlax — a x + b), przyciaga
pobliskie stany; niestabilny, jak saldo kredytu, przy ktérym rata pokrywa odsetki, je
odpycha. §2.5

Rozdzial 3 Sprzezenie zwrotne: dlaczego nic nie rosnie wiecznie

31 ,,Skutek dwoch pchnieé to suma ich skutkow.” Tylko dla reguty prostoliniowe;.
Na krzywej, a takg robi z reguly sprz¢zenie zwrotne, skutek pchnigcia zalezy od
tego, gdzie uktad juz si¢ znajduje: dwa pchnig¢cia mogg razem zrobi¢ znacznie
wigcej, znacznie mniej albo co§ przeciwnego niz ich suma. § 3.4

32 ,,Granica wzrostu oznacza, ze wzrost fagodnie si¢ zatrzymuje.”” Przy fagodnym
tempie wzrostu tak. Przy silnym, albo gdy migdzy przyczyna a skutkiem jest
opdZnienie, populacja przestrzeliwuje swéj poziom i oscyluje, a po dalszym
podkreceniu wahania wcale nie musza wygasac. § 3.6

Rozdziat 4 Ruch: reguly zmiany i mapa wszystkich stanéw
41 ,,Mniejszy krok sprawia, ze symulacja jest poprawna.” Sprawia, ze jest
poprawna diuzej. Btad metody krokowej powstaje przy kazdym kroku i si¢ pietrzy:

249
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Euler z krokami dziesi¢¢ razy mniejszymi zyskuje na sprezynie tyle samo energii,
tylko dziesie€ razy pézniej. §4.2

42 ,,Wahadlo to prosty uklad, wi¢c jego ruch musi by¢ prosty.” Jedno wahadlo ma
dwie liczby stanu, a gtadka reguta na ptaszczyZnie moze si¢ tylko zatrzymac,
krazy¢ albo uciec. Zawie$ na nim drugie, a stan ma cztery liczby i ruch moze by¢
chaotyczny. §4.5

43  ,,Wahni¢cie wahadla trwa tyle samo, niezaleznie od wychylenia.” Tylko przy
matych wychyleniach. Wahadto o dlugosci metra puszczone z 90 stopni wychyla si¢
o okoto 18 procent diuzej niz puszczone z 10, a blisko potozenia do géry nogami
czas wahniecia rosnie bez ograniczen. §4.4

Rozdzial 5 Jedna linijka algebry, kazde moZzliwe zachowanie

51 ,,Prosta reguta daje proste zachowanie.”” Jedna linijka arytmetyki,
Xn+1 = rx, (1 —x,), daje stan ustalony, cykle i orbity, ktére nigdy si¢ nie
powtarzaja, gdy kreci si¢ jedynym pokrettem r. To, jak skomplikowane wydaje si¢
zachowanie, mato méwi o tym, jak skomplikowana jest reguta. § 5.2

52 ,,SKkoro nie powtdrzylo si¢ po tysigcu krokow, to zaraz si¢ powtérzy.” Przy
r = 3,9 zaden cykl nie przyciaga orbity: w stu tysigcach krokéw odwzorowania
logistycznego nie wraca ani jedna wartosc¢, a dluzszy przebieg daje tylko wiecej
wartoS$ci, ktorych wcze$niej nie byto. §5.5

53 ,,Nieregularny wynik wymaga przypadkowej albo skomplikowanej
przyczyny.” Prosta reguta deterministyczna bez zadnej losowosci moze dawaé
wynik réwnie nieregularny jak przypadek. Sam wynik nie méwi, co go wytworzylo;
to byla przestroga, ktérg May w 1976 roku skierowat do ekologéw. § 5.6

Rozdzial 6 Efekt motyla, zmierzony

61 ,,Jesli uruchomi¢ model chaotyczny jeszcze raz, dostane coS innego.” Nie z
tego samego punktu startowego: regula chaotyczna daje z tego samego punktu te
sama przyszto$¢, co do ostatniej cyfry. Przyszto$¢ zmienia zmieniony punkt
startowy, cho¢by najmniej. § 6.5

62 ,,Motyl wywoluje tornado.” Pytanie Lorenza dotyczylo przewidywania, nie sily:
drobne zaburzenie zmienia to, jaka pogoda nastgpi, a skoro kazde inne zaburzenie
robi to samo, zadne z nich z osobna nie jest przyczyng. §6.5

63 ,,Chaos oznacza losowos$¢.” Uklad chaotyczny w kazdym kroku doktadnie trzyma
si¢ swojej reguly. To, co wyglada na losowos¢, to reguta odczytujaca cyfry punktu
startowego, ktérych nikt nie zna. § 6.6

Rozdzial 7 Liczba na chaos: wyktadnik Lapunowa

71 ,,Zeby poznaé typowe rozciagniecie na krok, usrednij rozciggniecia.” Wzrost
si¢ sktada, wiec typowy czynnik to ten, ktdry uzyty w kazdym kroku daje ten sam
iloczyn. USredniaj logarytmy rozciagnie¢, nie same rozciggniecia: krok x4 1 krok
let zostawiajg odstep tam, gdzie byt. §7.1

72 ,,Dziesi¢é razy lepsze dane daja dziesi¢¢ razy dluzsze prognozy.” Horyzont to
mniej wiecej In(7'/8) /A, wigc dziesigciokrotnie lepszy stan poczatkowy daje state
In 10/4 dodatkowych krokéw. Dla odwzorowania logistycznego przy r = 4
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tysigckrotna poprawa daje mniej wigcej dziesie¢ krokow, bez wzgledu na
wczeSniejszy blad. §7.4

73 ,,Wiekszy komputer w konicu uczyni kazdy uklad przewidywalnym.” Szybszy
komputer nie mierzy stanu poczatkowego ani troche lepiej, a horyzont zalezy od
btedu stanu poczatkowego tylko przez jego logarytm. Podwojenie horyzontu
wymaga dwa razy wigcej poprawnych cyfr; tysigc krokéw odwzorowania
logistycznego przy r = 4 wymagatoby stanu poczatkowego z doktadnoscia do
mniej wigcej trzystu miejsc po przecinku. § 7.4

Rozdziat 8 Droga do chaosu i liczba, ktorej nikt si¢ nie spodziewat

81 ,,Przejscie od porzadku do chaosu to nagle przelgczenie.” Na drodze
odwzorowania logistycznego porzadek rozpada si¢ w nieskonczonej kaskadzie
podwojen okresu, z ktérych kazde przychodzi szybciej niz poprzednie; chaos
zaczyna si¢ tam, gdzie kaskada si¢ konczy, przy r = 3,5699. § 8.1

82 ,,Inne rownanie daje inng droge do chaosu.” Kazda reguta z jednym gtadkim
garbem idzie ta samg droga: jej podwojenia lezg przy innych wartoSciach pokretta,
ale odstepy miedzy nimi malejg w tym samym stosunku, statej Feigenbauma
0 ~4,6692. §8.4

83 ,,Gdy uklad raz osiagnie chaos, jest chaotyczny wszedzie dalej.”” Za kaskada
odwzorowanie logistyczne wraca do porzadku nieskoniczenie wiele razy, w oknach
o kazdym okresie; najszersze, okresu trzy, otwiera si¢ przy r = 1 + V8. §8.5

Rozdzial 9 Trzy rownania na pogode: atraktor Lorenza

91 ,,Chaos potrzebuje wielu zmiennych.” Model Lorenza ma trzy liczby i dwa
mnozenia, i jest chaotyczny. Trzy to najmniej, ile potrzebuje przeptyw, bo droga na
plaszczyznie nie moze przecia¢ samej siebie; to tez wystarcza. §9.2

92 ,,Uklad chaotyczny moze p6js¢ gdziekolwiek.” Nieprzewidywalny to nie to samo
co nieograniczony. Kazdy przebieg Lorenza, z niemal kazdego startu, zostaje
Sciagnigty na ten sam ograniczony zbidr w ksztatcie motyla, atraktor, i nigdy go nie
opuszcza. §9.4

93 ,,Jedli droga jest nieprzewidywalna, nic w niej nie da si¢ przewidzie¢.” Droga
jest nieprzewidywalna dalej niz na mniej wigcej dwadzieScia jednostek czasu, ale
statystyki atraktora — czeS¢ czasu na kazdym skrzydle, Srednia wysokos¢, a nawet
wyktadnik Lapunowa — wychodzg takie same z kazdego startu. § 9.5

Rozdzial 10 Rozciggnij i ztoz: dziwne atraktory

101 ,,Jesli uktad nigdy nie opuszcza matego obszaru, nie moze by¢ bardzo wrazliwy
na stan poczgtkowy.” Obszar ogranicza to, jak duzy moze by¢ btad, a nie to, jak
szybko ro$nie. Maleriki bfad podwaja si¢ raz za razem, az doréwna rozmiarom
obszaru, a od tej chwili dwa przebiegi sa tak niezalezne jak dwa punkty wrzucone
do niego na chybit trafit. § 10.1

102 ,,Skoro pole wciaz maleje, ruch musi zamieraé.” Odwzorowanie Hénona mnozy
kazde pole przez 0,3 w kazdym kroku, bo mocno Sciska w jednym kierunku, a
rozciaga w innym. Plama punktéw staje si¢ coraz diuzsza i cieisza wstega, ktorej
punkty poruszaja si¢ bez korca. § 10.4
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103 ,,Wystarczy dos¢ mocno powiekszyé dowolng krzywa, a stanie sie¢ linig
prosta.” To prawda dla krzywych gtadkich. Kazda linia atraktora dziwnego
rozpada si¢ w powigkszeniu na wiazke linii, a kazda z nich znowu: warstwy w
warstwach w kazdej skali. § 10.5

Rozdzial 11 Fraktale: mierzenie czegos, co nie ma dtugosci

111 ,,Wybrzeze ma dlugosé, tylko trudno ja zmierzy¢.” Dlugosc¢ to wartos¢, na
ktdrej ustalajg si¢ pomiary, gdy linijka si¢ skraca, a pomiary wybrzeza si¢ nie
ustalaja: pomiary krzywej Kocha rosng % razy przy kazdym trzykrotnym skréceniu
linijki. Dtugo$¢ wybrzeza to fakt o wybrzezu i o linijce naraz. § 11.2

112 ,,Wymiar musi by¢ liczba catkowita.” Liczony z kopii albo z pudelek wymiar jest
pomiarem i nie musi by¢ catkowity: dla krzywej Kocha wynosi In4/In 3, miedzy
jeden a dwa, a dla zbioru Cantora In 2/In 3, migdzy zero a jeden. Liczby catkowite
nalezg do ksztattow gtadkich. §11.3

113 ,,Fraktale to ozdoba: tadne obrazki, zadnego pozytku.” Fraktalne rozgal¢zienia
w plucach, naczyniach krwiono$nych i rzekach wykonuja prace: mieszczg duza
powierzchni¢ albo dlugi brzeg w ograniczonej przestrzeni. Prawdziwe obiekty sg
fraktalami tylko w pewnym zakresie rozmiaréw, a podany wymiar powinien mowic
wjakim. §11.6

Rozdzial 12 [Iteracja na ptaszczyznie: Julia i Mandelbrot

121 ,,Liczby zespolone s3 urojone, wi¢c nie opisuja niczego rzeczywistego.” Ta
nazwa to historia, nie opis. Liczba zespolona to punkt ptaszczyzny z regula
mnozenia, ktdra rozciaga i obraca, wigc wszystko, co si¢ rozciaga i obraca — fale,
obrot, prad przemienny — opisuja liczby zespolone. § 12.1

122 ,,Nieskonczenie wiele szczeg6téw to nieskonczenie wiele informacji.” Kazdy
szczegdl brzegu zbioru Mandelbrota wynika z jednej linijki algebry, z — z2 + ¢, i
jednego pytania: czy orbita O ucieka? Szczegély sa wytwarzane, a nie
przechowywane, a krotki opis moze mieé nieskonczone konsekwencje. § 12.3

123 ,,Zbiér Mandelbrota to obraz chaosu.” Wigkszo$¢ tego, co czarne, to porzadek:
w sercu orbita O ustala si¢ w jednym punkcie, a w kazdym bablu w cyklu, ktérego
dlugos¢ ten babel wyznacza. Nieustalajace si¢ orbity odwzorowania logistycznego
leza na cienkim brzegu, ktory na osi rzeczywistej jest iglta miedzy jej
oknami. §12.5

Rozdziat 13 Wahadta i planety

131 ,,Wahadlo to prosta maszyna, wiec jego ruch musi by¢ prosty.” Prawda dla
jednego wahadta, ktérego stan to dwie liczby. Zawie$ na nim drugie, a stan to
cztery liczby, 1 puszczone z wysoka wahadlo nie uktada si¢ w zaden powtarzajacy
sig wzor. §13.1

132 ,,Uklad, ktéry zachowuje energie, bez tarcia i bez niczego losowego, nie moze
by¢ chaotyczny.” Ustalenie energii czterech liczb stanu wcigz zostawia trzy
kierunki ruchu, a to wystarcza do chaosu. Dwa wahadta podwojne réznigce si¢ o
milionowg cz¢$¢ radiana rozchodza sie w ciagu sekund, cho¢ energia kazdego jest
stata z doktadnoscia do okoto jednej czesci na 108, §13.3
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133 ,,Uklad Stoneczny to doskonaly zegar.” W skali tysiecy lat jest zegarem
znakomitym. Laskar stwierdzit, ze planety wewnetrzne sg chaotyczne, z czasem
Lapunowa okoto pigciu milionéw lat, wiec nie da si¢ przewidzie¢, gdzie na orbicie
bedzie Ziemia za sto milionéw lat. § 13.6

134 ,,Chaotyczny Uklad Stoneczny to uklad niestabilny: planety si¢
rozleca.” Nieprzewidywalny to nie niestabilny. Obliczenia si¢gajace miliardow lat
w niemal kazdym przebiegu pokazuja planety na orbitach o mniej wigcej tych
samych rozmiarach 1 ksztattach; nie da si¢ przewidziec tylko, gdzie na tych orbitach
beda. §13.6

Rozdzial 14 Pogoda, klimat i prognoza zespotowa

141 ,,Prognoza to jedna liczba.” Prognoza to liczba i informacja, na ile jej ufaé. Ta
sama Srednia zespotu zastuguje na zaufanie w dniu, w ktérym cztonkowie si¢
zgadzaja, 1 na wzruszenie ramion w dniu, w ktérym si¢ rozchodza, a rozrzut
zespotu nadgza za wielkoScig btedu, cho¢ nikt nie widzi prawdy. § 14.2

142 ,,Prognoza 30 procent szansy na deszcz, po ktorej spadl deszcz, byla
bledna.”” Jeden dzien nie obali prawdopodobienistwa. Prognoza 30 procent jest
trafna, jesli pada w mniej wigcej 30 procentach dni, w ktére jg wydano; to
sprawdzenie, wiarygodno$¢, wymaga wielu prognoz, a dobry zespét je
przechodzi. § 14.3

143 ,,Skoro nie da si¢ przewidzie¢ pogody, nie da si¢ tez przewidzie¢
klimatu.” Pogoda to trajektoria, a klimat to statystyka atraktora. Dwa przebiegi,
ktore nie zgadzaja si¢ co do zadnego dnia, zgadzaja si¢ co do Sredniej, wahania 1
tego, jak czesto pada; zmiana wymuszenia przesuwa te statystyki 1 wlasnie o to pyta
projekcja klimatyczna. § 14.5

Rozdzial 15 Zycie, rynki i szum: jak odréinié¢ chaos od przypadku

151 ,,Ciag, ktory wyglada na losowy, musi pochodzi¢ z losowosci.”” Odwzorowanie
logistyczne przy r = 4 wyglada na réwnie losowe jak przetasowanie jego wlasnych
wartoS$ci, a nie ma w nim ani grama przypadku. Losowy wyglad to fakt o
wygladzie; o przyczynie méwi dopiero test porzadku. §15.1

152 ,,Nieregularne dane dowodza chaosu.” Nieregularne sa i chaos, i szum.
Twierdzenie o chaosie wymaga dowodéw na regule: struktury w odwzorowaniu
powrotu, prognozy dobrej na poczatku i pogarszajacej si¢ rOwnomiernie oraz
zapisu dos¢ dtugiego i czystego, by jedno i drugie co$ znaczylo. § 15.5

153 ,,Chaos na rynkach oznacza, ze da si¢ je przewidzie¢.” Chaos da si¢
prognozowac tylko na kilka krokéw naprzéd i weale poza horyzontem, wigc
chaotyczne ceny obiecywatyby krotki horyzont z twarda granica, a nie szklang kule;
a dowody na chaos o niewielu wymiarach w cenach sg stabe 1 sporne. §15.6

154 ,,Dobra prognoza o krok naprzéd dowodzi chaosu.” Szereg z pamigcia, jak
dobowa temperatura, daje si¢ prognozowac na dziefi naprzod bez zadnego chaosu.
Podpisem chaosu jest prognoza dobra o krok naprzdd, pogarszajaca si¢ w stalym
tempie 1 wygrywajaca z surogatami, ktére zachowujg powolne wzrosty 1 spadki
szeregu. §15.6
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Rozdzial 16 Chaos wewnqtrz komputera

161 ,,Program deterministyczny zawsze daje ten sam wynik.” Na tej same;j
maszynie, z tym samym kompilatorem 1 bibliotekami, tak. Zmien ktorakolwiek z
tych rzeczy albo kolejno$¢ sumowania, a zmienig si¢ zaokraglenia; chaotyczne
obliczenie przenosi réznice na ostatniej cyfrze na pierwsza w mniej wiecej
piecdziesiat krokow. §16.3

162 ,,Wiecej miejsc po przecinku czyni symulacj¢ doktadng.” Kazda dodatkowa
cyfra kupuje stata liczbe poprawnych krokéw, nigdy wszystkie: przy r = 4
odwzorowanie logistyczne zuzywa jedng cyfr¢ dwojkowa na krok, a doktadne
utamki podwajaja liczbe cyfr w kazdym kroku. § 16.4

163 ,,Chaotyczne odwzorowanie to dobry generator liczb losowych.” Chaos daje
nieprzewidywalnos¢ i nic wigcej z tego, czego potrzebuje generator: warto$ci
odwzorowania logistycznego gromadzg si¢ przy 01 1, kazda wyznacza nastepna, a
w komputerze wpada ono w krétka petle. Dobre generatory projektuje si¢ za
pomoca teorii liczb tak, by miaty jedng ogromna petle. § 16.6

Rozdzial 17 Okietznac chaos: sterowanie i synchronizacja

171 ,,Chaosem nie da si¢ sterowac.” Chaos zabrania przewidywania na daleka mete, a
sterownik musi przewidzie¢ tylko jeden krok: czeka, az orbita przejdzie blisko
niestabilnej orbity, a potem znosi kazde nadchodzace chybienie pchnigciem
parametru. Odwzorowanie logistyczne przy r = 3,9 daje si¢ utrzymac w
niestabilnym punkcie stalym pchni¢ciami mniejszymi niz jeden procent. § 17.2

172 ,,Sterowacé ukladem to go przeméc.” Sterownik nie dostarcza zadnego ruchu:
utrzymuje jedno z wlasnych niestabilnych zachowar ukfadu, znoszac mate
chybienia, a gdy orbita zostanie ztapana, pchni¢cia maleja prawie do zera. Sita,
czyli duza i trwala zmiana parametru, nie daje nawet tego samego stanu. § 17.3

173 ,,Dwa uklady chaotyczne nigdy nie moga si¢ zgadzaé.” Zostawione same sobie
nigdy nie pozostang razem. Sprzezone tak, ze jeden stucha drugiego, moga zgadzac
si¢ doktadnie: kopia uktadu Lorenza, ktora dostaje x oryginatu, zgrywa si¢ z nim.
Ta zgodno$¢ dotyczy terazniejszosci, a nie przewidywania przysztosci. § 17.4

Rozdzial 18 Po co ci chaos: przewodnik terenowy po przewidywaniu

181 ,,Nieprzewidywalne znaczy niepoznawalne.” Za horyzontem trajektoria
przepada, a prawie wszystko inne jest znane: dokad ukfad moze dojs¢, jak czesto
odwiedza kazdy obszar i jakie sg szanse. Prognoza podana jako szanse to poprawna
odpowiedzZ, nie wykret. § 18.3

182 ,,Mate przyczyny zawsze majg znaczenie.” W ukladzie stabilnym wygasaja. W
chaotycznym mata przyczyna zmienia szczeg6ty za horyzontem i nic w
statystykach, a zadnej pojedynczej malej przyczyny nie da si¢ po fakcie obwini¢ o
duzy skutek. §18.4

183 ,,Chaos znaczy: wszystko wolno.” Chaos to doktadna reguta zamknigta w
ograniczonym atraktorze, ze stalymi statystykami i horyzontem, ktéry da si¢
policzy¢. Nazwanie czego$ chaotycznym to twierdzenie do sprawdzenia, a nie
powdd, zeby przestaé prognozowac. § 18.7



DODATEK C

Matematyka, ktorej potrzebujesz, na
czterech stronach

Kazde narzedzie, ktérego uzywa ksiazka, w jednym miejscu, z rozdzialem, ktéry je
wprowadza. JeSli w Srodku rozdziatu zatrzyma ci¢ jaki$ symbol, znajdziesz go tutaj.

C.1 Bardzo duze i bardzo mate liczby

Liczbe taka jak 0,00000000015 trudno odczytaé, wiec zapisuje sie ja jako 1,5 x 10710:
cyfry, ktére maja znaczenie, i o ile miejsc przesunaé przecinek. 10% to tysiac, 10° milion,
a potega ujemna przesuwa w druga strone, wiec 107> to jedna tysieczna. Kiedy ksigzka
mowi, ze dwie liczby réznig si¢ ,,na dziesigtym miejscu po przecinku”, ma na mysli
réznice rzedu 107'°. Ksiazka zaokragla to, co drukuje, i méwi, ile cyfr zostawia: wynik
jest wart tylko tylu cyfr, ile moze potwierdzi¢ stojacy za nim pomiar (rozdziat 1).

C.2 Reguly, kroki i orbity

Regute, ktéra zamienia teraZniejszo$¢ w nastepng chwile, zapisuje si¢ tak:

Xn+l = f(xn),

co czytamy ,,nastepne x to f od tego x”. Mate n pod linig liczy kroki: x¢ to poczatek, x;
stan po jednym kroku i tak dalej. Catg liste xo, x1, x2, . . . nazywamy orbitq. Punkt staty to
stan, ktéry regula zostawia na miejscu, czyli rozwigzanie réwnania x = f(x) (rozdziat 2).

C.3 Potegi, wzrost i potowienie

Wielokrotne mnozenie przez ten sam czynnik a daje potegi: a X a X a = a*, a n krokéw
mnozenia przez a mnozy przez a”. Jesli a jest wicksze od 1, wynik ro$nie coraz szybciej;
jesli lezy miedzy 0 a 1, maleje do zera. Dziesieé podwojeri mnozy przez 2'0 = 1024,
niewiele ponad tysigc, co warto zapamig¢tac: dziesie¢ podwojefi to tysiac, dwadziescia to
milion, a trzydzies$ci miliard (rozdziaty 2, 31 6).

C.4 Logarytmy
Logarytm odpowiada na pytanie ,,ile razy?”. Logarytm naturalny, zapisywany In, zamienia

mnozenie w dodawanie:
In(a xb) =Ina +Inb.

255
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Jesli wiec btad w kazdym kroku mnozy si¢ przez 2, to In bledu rosnie w kazdym kroku o
In2 = 0,693, czyli o statg wielkos$¢, a statg wielko§¢ mozna usrednié i poréwnac. Liczbe,
ktérej In wynosi 1, nazywamy e =~ 2,718, aln 10 = 2,303.

Na pytanie ,,ile podwojeri mnozy przez N?” odpowiedZ brzmi In N /In 2. Pomnozenie
przez tysiagc wymaga okoto 9,97 podwojen, a jedna dodatkowa cyfra dziesi¢tna doktadnosci
jest warta okoto 3,32 podwojenia. Ten jeden fakt stoi za horyzontem prognozy z rozdziatu 7
1 za calym wywodem ksigzki o przewidywaniu: za doktadnos¢ ptaci si¢ cyframi, a kazda
cyfra kupuje tylko statg liczbe krokow.

C.5 Nachylenie krzywej

Jak stroma jest krzywa w danym punkcie? Przesunii wejScie o malutkie 2 w obie strony,
zobacz, o ile zmienia si¢ wyjScie, 1 podziel:

f+h) - flx—h)
2h '

Dla f(x) = x> w punkcie x = 2 dokladne nachylenie wynosi 12, a przy & = 0,01 przepis
daje 12,0001. Nachylenie mowi, jak bardzo biad wejScia zostaje powigkszony na wyjsciu:
nachylenie 3 go potraja, nachylenie —% go polowi 1 odwraca znak. Wielkos¢ liczby bez jej
znaku zapisuje si¢ miedzy kreskami, |-3| = 3 (rozdziat 2).

nachylenie f w x =

C.6 Tempo zmian

Kiedy czas plynie gtadko, a nie krokami, reguta méwi, jak szybko kazda wielko§¢ zmienia
si¢ w tej chwili. Zapisuje si¢ to tak:

dx
. = (jaki$ wzor),

co czytamy ,,tempo zmiany x w czasie”. W tej ksigzce nigdy nie trzeba rozwigzywac
takiej reguly algebra: komputer podaza za nig w wielu matych krokach czasu, a rozdziat 4
pokazuje, jak robi¢ to dobrze.

C.7 Sumy i Srednie

Dtuga sume zapisuje si¢ wielka grecka literg sigma:
N
Zan =a)+ay+---+ay,

n=1

a Srednia N liczb to ta suma podzielona przez N. Wyktadnik Lapunowa z rozdziatu 7 jest
wiasnie taka Srednia: Srednig z In tego, jak bardzo kazdy krok rozcigga maty bfad.

C.8 Reszty

,x mod 17 znaczy ,,odrzu¢ czegs¢ catkowitg i zostaw to, co po przecinku”, wiec 2,75 mod
1 = 0,75. Rozdziat 6 uzywa tego, zeby trzymac liczb¢ miedzy O a 1.
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C.9 Liczby zespolone

Liczba zespolona to punkt na ptaszczyznie, zapisywany a + bi: a krokéw w bok i b
krokéw w goére. Dodawanie dwdch takich liczb dodaje kroki. Mnozenie korzysta ze
zwyklej algebry 1 jednej nowej reguly, 1 X 1 = —1, wiec

(1 +2i)(3 +4i) = 3 +4i + 6i + 8% = =5 + 10i.

Odlegto$¢ a + bi od Srodka ptaszczyzny wynosi Va? + b2 (rozdziat 12).

C.10 Litery greckie

Ksigzka uzywa kilku, zawsze do tego samego:

Litera Nazwa Co oznacza w tej ksigzce

A lambda wyktadnik Lapunowa (rozdziat 7)

1) delta stata Feigenbauma (rozdziat 8)
o,p,B sigma,rho, beta trzy ustawienia Lorenza (rozdzial 9)
e epsilon maly btad albo male pchnigcie

x wielka sigma suma




DODATEK D

Dalsza lektura

Dwie listy: prace, w ktorych idee tej ksiazki pojawily si¢ po raz pierwszy, i ksiazki, ktdre
warto przeczytaé potem. Prace stuza do sprawdzenia, skad coS si¢ wzigto; wiekszos¢
wymaga wiecej matematyki, niz zaklada ta ksigzka, ale ich pierwsze strony sg czesto
jasniejsze niz wszystko, co o nich p6Zniej napisano. Ksigzki stuza do pdjscia dalej, a przy
kazdej jest uwaga, do czego si¢ nadaje i czego od ciebie wymaga. Kilka z nich ukazato
si¢ takze po polsku; tytuly przektadow tatwo znalez¢ w katalogu biblioteki.

D.1 Gdzie idee pojawily si¢ po raz pierwszy

Pierre-Simon Laplace, Essai philosophique sur les probabilités, 1814. Wizja
wszechSwiata jak mechanizmu zegara w swojej najbardziej pewnej siebie postaci;
przywotana w rozdziale 1.

Henri Poincaré, Science et méthode, 1908. Pierwsze jasne stwierdzenie, sfowami, ze
mate réznice na poczatku moga da¢ bardzo duze na koricu i ze przewidywanie staje si¢
wtedy niemozliwe.

Edward N. Lorenz, ,.Deterministic nonperiodic flow”, Journal of the Atmospheric
Sciences 20 (1963), 130-141. Trzy réwnania z rozdziatu 9 i praca, od ktérej zaczeta
si¢ wspolczesna dziedzina.

Tien-Yien Li i James A. Yorke, ,,Period three implies chaos”, American Mathematical
Monthly 82 (1975), 985-992. Praca, ktéra data dziedzinie nazwe (rozdziat 8).

Robert M. May, ,,Simple mathematical models with very complicated dynamics”,
Nature 261 (1976), 459-467. Odwzorowanie logistyczne jako przestroga dla kazdego,
kto buduje modele (rozdziat 5).

Michel Hénon, ,,A two-dimensional mapping with a strange attractor”’, Communications
in Mathematical Physics 50 (1976), 69—77. Odwzorowanie z rozdziatu 10.

Mitchell J. Feigenbaum, ,,Quantitative universality for a class of nonlinear
transformations”, Journal of Statistical Physics 19 (1978), 25-52. Stata z rozdziatu 8.

Benoit B. Mandelbrot, ,,How long is the coast of Britain? Statistical self-similarity and
fractional dimension”, Science 156 (1967), 636—638. Wymiar fraktalny, zanim
pojawito si¢ stowo fraktal (rozdziat 11).

Floris Takens, ,,Detecting strange attractors in turbulence”, w: Dynamical Systems and
Turbulence, Lecture Notes in Mathematics 898 (1981), 366-381. Odtwarzanie ksztaltu
uktadu z jednej mierzonej wielko$ci (rozdziatl 15).
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Jacques Laskar, ,,A numerical experiment on the chaotic behaviour of the Solar
System”, Nature 338 (1989), 237-238. Chaos w orbitach planet (rozdziat 13).

Edward Ott, Celso Grebogi i James A. Yorke, ,.Controlling chaos”, Physical Review
Letters 64 (1990), 1196-1199. Rozdziat 17.

Louis M. Pecora i Thomas L. Carroll, ,,Synchronization in chaotic systems”, Physical
Review Letters 64 (1990), 821-824. Rozdziat 17.

Edward N. Lorenz, , Predictability: a problem partly solved”, Seminar on Predictability,
European Centre for Medium-Range Weather Forecasts, 1996. Zabawkowa atmosfera
z rozdziatu 14.

D.2 Ksigzki na pozniej

James Gleick, Chaos: Making a New Science, 1987. Historia ludzi, ktérzy odkryli
chaos, opowiedziana jako historia, a nie matematyka. Najlepsza ksigzka do czytania
réwnolegle z ta.

Edward N. Lorenz, The Essence of Chaos, 1993. Jeden z twércoéw dziedziny tlumaczy
ja czytelnikowi ogélnemu, tagodnie i starannie; naturalny nastepny krok po
czesciach 111 II1.

Ian Stewart, Does God Play Dice? The Mathematics of Chaos, 1989. Zywa popularna
opowie$¢ matematyka, z wiekszg iloScig matematyki niz u Gleicka i mniejszg niz w
podreczniku.

Leonard A. Smith, Chaos: A Very Short Introduction, 2007. Krétka i staranna,
szczegblnie dobra w tym, co chaos oznacza, a czego nie oznacza dla prognozowania.

Tim Palmer, The Primacy of Doubt, 2022. Prognozy zespolowe i pozytki z niepewnosci,
opowiedziane przez meteorologa, ktéry pomagat je zbudowac; ksigzka do
przeczytania po rozdziale 14.

Benoit B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, 1982. Ksigzka, od ktérej
zaczely si¢ fraktale, rozlewna i1 pelna obrazow.

Heinz-Otto Peitgen, Hartmut Jiirgens i Dietmar Saupe, Chaos and Fractals: New
Frontiers of Science, 1992. Bardzo duza, bardzo hojna ksigzka, ktéra buduje wszystko
z eksperymentdw, jakie mozesz zrobi¢ sam; naturalna kontynuacja tej ksiazki dla
czytelnika, ktéremu spodobaty si¢ laboratoria.

Steven H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos, 1994. Podrecznik do przeczytania,
gdy bedziesz gotdw na rachunek rézniczkowy: jasny, praktyczny i bardzo lubiany. To
tam temat tej ksiazki staje si¢ wyktadem uniwersyteckim.

Kathleen T. Alligood, Tim D. Sauer i James A. Yorke, Chaos: An Introduction to
Dynamical Systems, 1996. Podrecznik matematyki napisany przez jednego z twércow
dziedziny 1 jego kolegéw, z dowodami.



DODATEK E

Manifest

Co zawiera ksigzka, policzone, a nie zadeklarowane. Kazdg liczbe ponizej proces budo-
wania oblicza z repozytorium i odmawia dokoriczenia pracy, jesli ksigzka si¢ zmienita, a
ta strona nie.

Rejestr
Napisane rozdziaty, z 18 18
Listingi, kazdy uruchamiany przy budowaniu 80

Laboratoria, kazde z szablonem, ktory nie przechodzi, 1 rozwigzaniem, 37
ktére przechodzi

Testy sprawdzajace laboratoria 132
Pytania ,,zatrzymaj si¢ i pomysl” 131
Pytania sprawdzianéw, kazde z odpowiedzig w dodatku A 119
Bledne odczytania w dodatku B 53
Wykresy 52
Diagramy 17
Wydruki wynikéw listingéw 80
Obliczone liczby w teksScie 416
Linie biblioteki chaoslab 447
Fragmenty kodu wydrukowane bez uruchomienia 0

Manifest laboratoriow

1.1 101_01_stone — Kamien wobie strony . . . . . ... ... .. 4
1.2 101_02_cooling — Kiedy da si¢ to wypi¢? . . . . . ... ... 6
2.1 102_01_until — Ile krokow docelu? . . . . . . ... ... .. 18
2.2 102_02_fixed — Gdzie si¢ zatrzyma i czy tam zostanie? . . . . 21
3.1 103_01_verdict — Odczytaj los punktu stalego z nachylenia . . 33
3.2 103_02_instalments — P6Zne hamulce i wczesne hamulce . . 37
4.1 104_01_rk4 —Jedenkrok RK4 . . . . . ... ... ... ... 44
4.2 104_02_drift —Zmierzdryf . . . ... ... ... ... ... 45
5.1 105_01_stability — Gdzie stan ustalony puszcza . . .. . .. 58
5.2 105_02_period — Wtasny detektorcykli . . . . ... ... .. 62
6.1 106_01_apart — Kiedy dwa przebiegi si¢ rozchodzg? . . . . . 70
6.2 106_02_digits — Znane cyfry, przewidziane kroki . . . . . . . 73
7.1 107_01_exponent — Wyktadnik zorbity . . . ... ... ... 85
7.2 107_02_horizon — Jak daleko naprzdd i jakim kosztem . . .. 89
8.1 108_01_superstable — Znajdz punkt orientacyjny sam . . . . 99
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8.2 108_02_ratio — Stosunek Feigenbauma i miejsce, w ktérym
koficzg sie podwojenia . . . . ... ..o 102
9.1 109_01_rates — Reguly Lorenza wltasnareka . . . ... . .. 110
9.2 109_02_wings — Dwie liczby, o ktérych start nie decyduje . . . 117
10.1  110_01_knead — Pasekciasta . . .. ... ... ... ..... 123
10.2  110_02_henon — Jeden krok i jegopole . . . . . .. ... ... 129
11.1  111_01_cantor — Zbiér Cantorazreguly . . . . . .. .. ... 140
11.2  111_02_boxes — Policz pudetkasam . . ... ... ... ... 142
12.1  112_01_escape — Czas ucieczki bez liczb zespolonych . . . . . 152
122 112_02_convert —Odrdocizpowrotem . . . . .. .. ... 159
13.1  113_01_energy — Liczba, ktéra nie moze drgna¢ . . . . . . . . 164
13.2  113_02_apart — Kiedy dwa puszczenia si¢ rozchodza? . . . . 168
14.1  114_01_chance — Szansa na deszcz i rozliczanie prognoz . . . 180
142 114_02_saturation — Kiedy zespdt przestaje si¢ rozchodzi¢? . 182
15.1 115_01_return — Krzywa czy chmura? . . . . . ... .. ... 192
15.2  115_02_forecast — Zapytaj kilka analogéw . . . . . . .. .. 196
16.1 116_01_collapse — Kiedy ginie odwzorowanie podwajajace? . 205
16.2  116_02_single — Pojedyncza przeciw podwdjnej . . . . . . . 207
163  116_03_loops — Kazda orbita koiczy sie petla . . . . . . . .. 213
17.1  117_01_controller — Twd@j wlasny sterownik . . . . ... .. 222
17.2  117_02_sync — lle czasu potrzebuje kopia? . . . . . . .. . .. 224
18.1  118_01_horizon — Kalkulator horyzontu . . . . .. ... ... 232
18.2  118_02_guide — Przewodnik terenowy na modelu, ktéry sam
PISZESZ . . . e e e e e e e e e 237
Manifest wykresow
ch@1-two-models — wzor i reguta krokowa . . . . . . ... .. 6
ch@1-gap-shrinks — btad, ktéry zanika . . . ... ... ... 8
ch@2-three-fates — trzy reguly liniowe i ich trzy losy . ... 15
ch@2-two-accounts — wzrost liniowy wobec wyktadniczego . 16
ch@2-cobweb — pajeczynanaprostej . . . . . . ... ... .. 23
ch@3-s-curve — wzrost wyktadniczy a logistyczny . . . . . . . 30
ch@3-zoom — przyblizanie, az krzywa wyglada na prostg . . . . 32
ch@3-overshoot — przestrzelenie i to samo prawo bez opdZnienia 36
ch@4-euler-rk4 — Euler uciekajacy spiralai RK4 . . . . . .. 45
ch@4-pendulum-map — portret fazowy wahadta . . . . . . . .. 47
ch@4-settle — ustalanie si¢ w punkcieinapetli . . . . . . .. 48
ch@5-four-series — cztery przebiegi w czasie . . . . . . . .. 56
ch@5-four-cobwebs — cztery pajeczyny na garbie . . . . . . . 60
ch@5-window — cykl dlugosci trzy wewnatrz chaosu . . . . . . 62
ch@5-two-starts — dwa bliskie poczatki przy jednym ustawieniu 63
ch@6-peel — dwa przebiegi si¢ rozchodzg . . . ... ... .. 68
ch@6-gap-log — réznica, ktéra rosnie, a potem sufit . . . . . . 70
ch@7-running-average — Srednia, ktéra si¢ ustala . . . . . . . 85

ch@7-horizon-1ine — horyzont a bfad stanu poczatkowego . . 87
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ch@7-exponent-r — wykladnik w zaleznosciodr . . . . . .. 90
ch@8-diagram — diagram bifurkacyjny . . ... ... ... .. 94
ch@8-ratios — stosunki dla dwéch regut zbiegajg sie . . . . . 100
ch@8-zoom — okno okresu trzy w powigkszeniu . . . . . . . .. 103
ch@9-butterfly — motyl zdwéch stron . . . . . . .. .. .. 111
ch@9-apart — dwa rozchodzace si¢ przebiegi . . . . . . .. .. 115
ch@9-histograms — histogramy obojetne na start . . . . . . . . 118
ch10-attractor — atraktorijegobasen . ... ... ... .. 126
ch10-square-folds — kwadrat rozciagniety i ztozony . . . . . 128
ch10-zooms — atraktor powigkszony dwarazy . ... ... .. 130
ch11-koch-stages — krzywa Kocha runda po rundzie . . . . . 136
ch11-three-fates —trzy losy dtugosci . . . . . . .. ... .. 140
ch11-box-counts — zliczenia pudetek w skali logarytmicznej . 143
ch12-mandelbrot — zbiér Mandelbrota i trzy powiekszenia . . 153
ch12-julia — zbi6r Julii w jednym kawatkuiwpyle. . . . . . 155
ch12-real-axis — oS rzeczywista nad diagramem bifurkacyjnym157
ch13-two-releases — dwa puszczenia, ktore si¢ rozchodza . . 166
ch13-energy-error — sprawdzian energii . . . . .. ... .. 167
ch13-gentle-wild — spokojne i dzikie puszczenia . . . . . . . 169
ch14-plume — wachlarz prognozy zespotowej . . . . ... .. 178
ch14-skill — rozrzut 1 btad a wyprzedzenie . . . . . ... .. 181
ch14-climate — statystyki klimatu przy dwoch wymuszeniach 184
ch15-twins — dwa szeregi, jeden histogram . . . .. ... .. 190
ch15-return-maps — krzywaichmura .. ... ... ... .. 190
ch15-forecast — blfad prognozy a liczba krokéw naprzéd . . . 194
ch15-noisy — krzywa grubiejaca w szumie . . . . . . . . . . . 195
ch16-collapse — odwzorowanie podwajajace ginace w komputerze 205
ch16-parting — dwie precyzje, ktére si¢ rozchodzg . . . . . . 207
ch16-statistics — statystyki, ktére przezywaja za droge . . . 211
ch17-control — sterowanie wiaczone w trakcie przebiegu . . . 221
ch17-sync — kopia zgrywajaca si¢ z oryginatem . . . . . . . . 224
ch18-digits — horyzont a liczba poprawnych cyfr . . . . . . . 231
ch18-odds — prognoza, ktdra staje si¢ szansami . . . . . . . . 233

Manifest diagramow

ch@1-model-loop.mmd — stan, regufa, przewidywanie, sprawdzenie 9

ch@2-feed-back.mmd — petlaiteracji . . . . . . ... ... .. 13
ch@3-crowding-loop.mmd — zatloczenie jako ujemna petla . . 28
ch@4-step-loop.mmd — reguta zmiany $ledzona krokami . . . 42
che6-digits.mmd — cyfry na wejsSciu, kroki na wyjsciu . . . . 73

ch@7-three-steps.mmd — rozciagniecie, wyktadnik, horyzont . 86
ch@8-universal.mmd — kazdy garb, jedna droga, jeden stosunek 101
ch@9-feedback.mmd — trzy liczby wpetli . . . . ... ... .. 109
ch10-section.mmd — przeplyw, przekréj, odwzorowanie . . . . 131
ch11-box-recipe.mmd — pokryj, policz, nachylenie . . . . .. 141
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ch12-two-questions.mmd — jedna reguta, dwa zbiory . . . . . 155
ch13-bodies.mmd — dwa ciala, trzy ciata, planety . . ... .. 170
ch14-forecast-cycle.mmd — analiza, zespot, prognoza . . . . 179
ch16-shadow.mmd — obliczona orbitaijejcien . ... ... .. 211
ch17-wait-catch.mmd — czekaj, ztap, trzymaj . . . ... . .. 219
ch17-drive.mmd — jeden sygnat, od oryginatu do kopii . . . . . 222

ch18-field-guide.mmd — przewodnik terenowy w trzech ruchach236



Skorowidz

analiza (meteorologia), 175
arytmetyka dokfadna, 208
atraktor, 47, 115, 125
statystyki, 117, 232
atraktor dziwny, 121
jako fraktal, 142
warstwy, 130
atraktor Hénona
wymiar, 142

bakterie, 26
basen przyciagania, 125
bezpieczna facznos¢, 225
bisekcja, 96
btad

stanu poczatkowego, 8

chaos, 54
definicja, 63
dlaczego ma znaczenie, 237
odroznianie od szumu, 188
cieniowanie, 210
cyfry dwdéjkowe, 71
cykl, 37, 60
cykl graniczny, 47
cykl superstabilny, 97
czas Lapunowa, 86
czas podwojenia, 16
czas ucieczki, 149

demon Laplace’a, 9, 238
deterministyczno$¢, 63
determinizm, 76

diagram bifurkacyjny, 93
diagram pajeczynowy, 22, 59
dynamika populacji, 196
dyssypacja, 127

efekt motyla, 67, 234
energia, 164
epidemia, 196

Feigenbaum, Mitchell, 97

fraktal, 130, 134
w przyrodzie, 144

Hénon, Michel, 123

horyzont prognozy, 229
horyzont przewidywania, 80, 86
Hyperion, 171

iteracja, 12

klimat, 183
klimatologia, 181
kometa Halleya, 9
konwekcja, 108
krok czasowy, 41
krzywa Kocha, 136
krzywa S, 28

laboratorium, 3
Laskar, Jacques, 171
liczby losowe, 212
liczby zespolone, 147
mnozenie, 147
liczby zmiennoprzecinkowe, 202
liniowy generator kongruencyjny, 212
logarytm, 16
naturalny, 82
Lorenz, Edward, 74, 108

Mandelbrot, Benoit, 134
May, Robert, 64
metoda analogéw, 193
metoda Eulera, 41
metoda Rungego—Kutty, 43
model, 2
btad, 7
krokowy, 5
przewidywanie, 2
reguta, 2
stan, 2
model Lorenza-96, 174
model SIR, 196

nachylenie, 21, 31
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265

najblizszy sasiad, 193
nieliniowosé, 31

odwzorowanie Hénona, 123
odwzorowanie logistyczne, 54, 67
a zbiér Mandelbrota, 156
cztery zachowania, 55

regufa, 54

w komputerze, 206
odwzorowanie namiotowe, 121
odwzorowanie podwajajace, 71, 204
odwzorowanie powrotu, 190
odwzorowanie sinusowe, 100
okno okresowe, 62, 103
okres, 60
okres pottrwania, 16
opOznienie, 34
orbita, 12
oscylacja

ttumiona, 34
Ott, Grebogi i1 Yorke, 217

paradoks linii brzegowe;j, 134
Pecora i Carroll, 222
podwajanie, 26
podwojenie okresu, 96
podwdjna precyzja, 202
Poincaré, Henri, 170
pole, 127
portret fazowy, 45
powtarzalnos¢, 206
prawo stygniecia Newtona, 5
problem trzech ciat, 170
prognoza, 228
prognoza pogody, 174
prognoza probabilistyczna, 179
prognoza zespotowa, 174, 232
rozrzut, 175
projekcja klimatyczna, 183
przekrdj Poincarégo, 131
przestrzelenie, 34
przestrzen fazowa, 45
przewidywalnos$¢, 76
przewidywanie
jak dlugo wystarcza, 73
przewodnik terenowy, 228, 236
predkosé, 40
punkt staty, 18, 31, 57

niestabilny, 20, 216

stabilnos¢, 57

stabilny, 20
Python, 3

regula

liniowa, 14

nastepnego kroku, 12
regufa liniowa, 14
reguta zmiany, 40
Richardson, Lewis Fry, 134
RK4, 43,110
rozcigganie i skfadanie, 121
rozciagniecie, 80
ruch, 40
rynki, 198
réwnanie rézniczkowe, 40

samopodobiernistwo, 136
sprawdzalno$¢ prognozy, 181
sprzg¢zenie zwrotne, 26
dodatnie, 27
ujemne, 27
stabilnos¢, 20, 31
stan, 12
stan przejsciowy, 93
stata Feigenbauma, 93
sterowanie chaosem, 216, 235
koszt, 219
pchniecie, 217
w laboratorium, 225
superpozycja, 31
surogat, 188
symulacja
sprawdzian energii, 164
synchronizacja, 216, 235
naped i odpowiedz, 222
system dwdjkowy, 202
szum, 188, 234
pomiarowy, 195

trzecie prawo Keplera, 50
twierdzenie KAM, 168
twierdzenie Li—Yorke’a, 103

twierdzenie Poincarégo—Bendixsona, 47

uklad Lorenza, 108
motyl, 110
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Uktad Stoneczny, 162
uniwersalnosé, 100

Verhulst, Pierre-Francois, 28

wahadto, 45
wahadto podwdjne, 162
stan, 162

wiarygodnos$¢ prognozy, 179
wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe, 67,
113
test, 228
wahadfo podwdjne, 165
wszech§wiat jak zegar, 9
wyktadnik Lapunowa, 80, 229
odwzorowania logistycznego, 83
przeptywu, 113
w zalezno$ci od r, 89
wymiar

pudetkowy, 141
z liczby kopii, 138
wyspy ruchu regularnego, 168
wyznacznik, 127
wZzrost
wyktadniczy, 26
wzrost logistyczny, 28
wzrost wyktadniczy, 16
btedu, 69

zagadnienie dwoch cial, 50

zagniatanie ciasta, 121

zaokraglanie, 202

zbidr Cantora, 138

zbidr Julii, 155

zbiér Mandelbrota, 147
rysowanie, 152

zliczanie pudetek, 141
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